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Die Sammlung 

„Hu$ Hatur unö ©eiftestnelt" 

9er6an!t i^r (Entfte^en.öem tOuttfd^e, an öer CrfflUung einet htbtuU 
famen fo^iolen nufgabe ^mihuiDtTien. Sie foti an intern (EeQ ^er 
unferer Kultur aus öer Sd^etöung in Haften örobenöen (^efa^r be* 
gegnen belf en, f on öem (Belehrten es ermögli^eMiq an toeitere Kreife 
3U wtnotn, unö öent materiell arbeitenöen Iltenfij^en (Belegenden 
bieten, mit öen geiftigen €rrungenf haften inSü^Iung su bfeiben. Der 
(befa^r, öer Qalbbilöung 3U öienen, begegnet fte, inöem fie nid)t in 
öer Dorfü^rung einer S^iHe oon CeMtoff unb Ce^rf&^en oöer ettoa 
gar unermiefenen Qt^pot^efen i^re Aufgabe fu6t, fonöem bann, 
öem £efer DerftSnönis öaf ür 3U vermitteln, mit öte moöeme DDiffen« 
fdbaft es erreid^t ^at, über uiid^tige Stagen von aügemeinftem 3nter« 
efieCi^t Vi Derbreiten, unb i^n öaöur($ su einem felbftftnötgen Uf 
teil Aber oen (braö öer 3ut)er(ftfftg!eit jener Antmorten 3U befähigen. 

€s ift gemifi öurc^aus unmöglid^ unö unnötig, öag alle lOelt 
fi^ mit gef^i(i^tli^en, natunbiffenft^aftlic^en unö p^ilofop^ifc^en 
Stuöien befaffe. (es fommt nur öarauf an, öag feöer an einem 
punfte öie ^rei^eit unö SelbftSnöigfeit öes getftigen Ztbms ge« 
roinnt 3n öiefem Sinne bieten öie ein3elnen, in fi^ abgef^Ioffenen 
Schriften eine €infü^rung in öie einseinen (bebiete in DoUer An« 
f(i^auli(^!eit unö lebenöiger Stifte. 

2n öen Dienft öiefer mit öer Sammlung verfolgten Aufgaben 
l^aben fi^ benn auc^ in öanfensxoettefter IDeife oon Anfang an 
öie beften Hamen gefteüt. Anöereiieits f^at öem öer €rfoIg ent» 
fprod^en, fo öag oiele öer Bftnöc^en bereits in neuen Auflagen t)or« 
liegen. Damit fie ftets auf öie^ö^e öerSorf^ung gebraut meröen 
fdnnen, finö öie Bänö^en nid^t toie öie anöerer Sammlungen 
ftereoti)piert, fonöem meröen — was freilid^ öie Aufmenöungen 
fe^r tDefentIi(^ er^d^t — bei feöer Auflage öurc^aus neu bearbeitet 
unö odHig nvi gefegt. 

So finö btnn öie fc^mucfen, gehaltvollen Bfinöe öurc^aus 
geeignet, öie S^^uöe am Bu^e 3U mtden nnb baxan au getoöbnen, 
einen fleinen Betrag, öen man für (Erfüllung fdrperli^er Beoürf« 
niffe nic^t ausuferen pflegt, auc^ für öie Befrieöigung giftiger 
ansuuienöen. Durd^ öen billigen Preis ermdgli^en fie es toäfa^Ii^ 
ieöem,au^ öem menig Begüterten, fi^ eine fleineBibIiot^e!3ufd}affen, 
öie ba% für i^n IDertooIIfte „Aus Itatur unö (beiftesmelf Bereinigt 

Di? meift reic^ illuftrierten Bflnödien finö 
in fi(^ abgefcf^Ioffen unö einzeln f&uflic^. 

gig. B. (5. (Ccubticr. 
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Hus llatur unö (Beijtc^It ^ 

Sammlung totffenfc^aftli^ * gemeinoerftänbli^er Darftellungen 

= 197. BftnA^en ' = 

€infä^rung in 6ie 

3nfinite|imalre^nung 
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3)a^ Süd^Ictn crfd^cint l^tcr in fiarl öcratibcrter ©eftalt. gd^ l^abc 
eg fo eiitgcrid^tct, ba| ber Scfcr rafd^er afö bei ber crftcn Sluflage 
jur Stfferenttalred^nung gelangt. 3(u^ finb je|t bie Setrad^tungen über 
ipänfnng«tt)ertc unb ®renjmerte, tt)te id^ glaube, leidster 5U Icfen afö 
früher. ®anj erfparen lann man fie bem Sefer nid^t, fonft befontmt 
er ein falfc^eg 89ilb öon bem SBefcn ber gnfinitefimalred^nnng. 

2d^ l^abe aud^ bie 85ebörfniffe ber ©tubierenben nid^t au^ bem 
Sluge gelaffen. 3)edf|alb iffc manches aufgenommen, n)ad fonft ol^ne @d^a^ 
ben l^atte fehlen tonnen, ^ä) nenne oor aUtm ben § 38. 

©d^on bie erfte Sluflage ift öiel üon ©tubierenben benufet tt)orben, 
}. S3. bei ben Slnföngerübungen im matl^ematifd^en ©eminar ber 
Uniöerfität gnngbrudt. Stud^ ^at, tt)ie id^ l^öre, ^err ^riöatbojent ©d^a^ 
tunoöSlii in Dbeffa für bie ruffifd^en ©tubierenben eine Überfe^ung 
meinet ^üd^Ieini^ herausgegeben. 

aKöd^te biefe jtoeite Sluflage eine fo gfinftige Slufna^me finben 
tt)ie bie erfte 1 

$rag, DItober 1912. 

®tx^nxi StmnUmti. 
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@cfteg ta))ttel 
§ .1. Mt iüiiltn uttJ xipct itmattxxf^t JP^rfnraiii^mtg* 

SBir itloßctt bcn Sefcr baran erinnern, toa^ er üon ben 3<i^IcJt ttjcife. 
®r fennt bie ganzen SaljUtn unb bie Srüd&e. bie man jufammen aU 
rationale 3^^^^^ bejeic^net. Solche S^W^ fi^^ J- S3. 

^' -^/ ^' 13' -17* 

Dem Sefer ift femer belannt, ba6 man mit ben rationalen Qa^tn 
ntd^t an^fommt. ©d^on bie olten ©ried^en h)u§ten, bafe j. S3. bie Clna== 
bratmnrjel au§ 2 leine rationale, fonbern eine irrationale S^t)! 
ift. Da bie Diagonale eineg DnabratS üon ber Seite l bie Sänge 

)/2 l^at, fo lann man and^ fagen, bog bie Seite nnb bie Diagonale 
eines OuabratS infommenfnrabel ftnb, b. 1^. baß eg feine SRafe^ 
ftredfe gibt, bie in beiben anfge^t. S03äre namlid^ eine gemiffc ©trecfe 
q'-moi in ber Seite unb j^s^mal in ber Diagonale beS DnabrotS ent^ 

l^aÜen^), fo müfete V2=»p:g, alfo rational fein, gn ©a^ 117 beg 
jel^nten Sud^eg feiner „ßlemente" ^at ®u!Ub (ettoa 300 b. S^r.) 
gegeigt, bafe bieS nnmöglid^ ift. (Sr nimmt an, ba| ber S3rud^ p : q 
gelürjt ift, alfo p unb q teilerfremb finb. Dann ftüjt er fid^ auf bie 
93emerlung, ha% eine gerabe Qafjl ein gerabed Öuabrat, eine unge- 
rabe Sal^I ein ungerabeS Ouabrat l^at, toad man fofort aui^ ben &ttu 
d^ungen 

(2ny = 4w^ (2n — l)« = 4^^ — 4« + 1 

erfiel^t. SBäre nun V^^^piq, fo l^atte man p^ = 2q^, alfo müßte 
p eine gerabe QaU fein, tt)eit jp^ gerabe ift. ©e|t man aber p = 2jp', 
fo ergibt fid& 4p'^ =» 2g^ b. 1^. g* = 2/1 ®3 müßte atfo aud^ q eine 
gerabe 3ö^I f^tn. DieS fielet aber im SBiberfprud^ mit ber Snnal^me, 



1) p unb q ftnb ganje ga^Ien. 



(^ed i^o^itel: ^ätifutigdtoerte unb ^ren^toerte 



baB p unb q teiletfremb finb. @ie bürfen bann nämlid^ ntd^t beibe 
burd^ 2 teilbar fein. 

3KttIti|)ttjiert man |/2 mit einer bon 3lutt berfd^iebenen {Rational* 

ja^I r, \o ift aud^ ry2 irrational. 3)ai5fcfte gilt bon s + r ■)/2, toenn 
s eine jmeite Stationaljal^I ift. @o ergeben fi^ bereitl^ unenblid^ biele 
Srrationatja^Ien, toomit biefe aber nic^t im entfemteften erfd^ö))ft finb. 

S)e«carte«, berberttl^mte franjöfifd^e ^l^ilofop^ (1596— 1600), 
l^at in feiner „©eometrie'' (1637) geleiert, toit man bie (rationalen 
unb irrationalen) S^l^Ißu t^urc^ i>ic fünfte einer (Seraben in einfad^er 
SBeife berfinnlid^en fann. (Sr mürbe baburd^ ber SBegrünber ber ana- 
I^tifd^en ©eometrie. 

SBenn toit eine ®erabe betrad^ten (gifl. 1), fo lönnen toix unS in 
itoti berfd^iebenen Slid^tungen auf il^r belegen. S)ie eine btefer bei* 

A B p jp ^^^ Slid^tnngen ift in ber gigur burd^ einen 

1 ^ ' ' ' »^— ?ßfeil marliert. Sie foH bie <)ofitibe l^cifeen, 

*^ bie anberebienegatibe. Sine Säetoegung auf 

^^' ^' unferer Oerabcn in |)ofitiber Slid^tung tt)oIIen 

tt)ir eine SSortt)5rtiSbett)egung, eine S5ctt)egung in negatiber 'Sii^^ 
tung eine 9lücftt)ärt«bemegung nennen. 5Run fei A ein erftcr, J5 
ein jioeiter 5|5unft auf ber ©eraben; d fei bie ®ntfemung beiber, ge^ 
meffen mit einer ju ®runbe gelegten Sängeneinl^eit. 8ett)egen toir uni^ 
auf ber ®eraben bon A nad^ B, fo befd^reiben toir bie ©trecfe AB. 
$aben toir babei eine $orn)artdbett)eguiTg audgefül^rt, fo moUen mir 
fagen: Die ©tredte -45 l^at bie SKaf jal^t d, ^aben tt)ir eine Slüd* 
»örtSbetoegung aui^gefül^rt, fo tooHen »ir fagen: Die Stredtc AB 
^at bie äRaSjal^I —d. 

Die äJialjaW einer ©trecfe AB Vjt alfo ixt mit einem gemiffen 
Sorjeid&en berfel^ene ©ntfemung ber beiben 5ßunlte A, B. Diefe§ 
SSorjjeid^en ift baiS geid^en +, menn man bon A naä) B burd^ eine 
Sortoart^bemeguug gelangt, bai^ ßeid^en — , menn man bon A nac^ 
B burd^ eilte SlüctmärtSbetoegung gelangt. 

Die SKafeal^I ber ©tredfe AB motten mir mit AB bcseid^nen. 
Dann ift offenbar 

(1) ÄB^-BÄ*^ 

fül^rt uni5 5. 35. eine SSormdrtgbemegung bon A nad^ jB, fo gelangen 
mir bon B nad^ A, inbem mir um baiSfelbe ©tücf rüdfmört« gelten, 
ffiine mid^tige {Relation befte^t jmif(^en ben burd^ brei fünfte Ä, 
B, ö befttmmten ©tredfen. ®S ift immer 

(2) AB +~BC +CJ ==^ ober ÄB=^'CB-^A, 



Saluten unb tl^re geontetrifc^e SBerfinntic^ung 



®iefc gormct lann man ouS bcr gig. 2 abicfcn, hjcld^c bie öerfd^ic^^ 
bcncn Strien, wie bie 5|5unlte Ä, B, C liegen lönnen, öeronfd^auUd^t. 
aKan mufe babei ouf bie JRelation (1) SJüdfid^t nel^men. 

3taä) biefen SSorbcreitungen lönnen toxx bie SSerfinnlid^ung ber 
Qa^m burji bie tßunfte einer ©eraben, bie toix bie gol^Icntinie 
nennen, in folgenber SBcife ^^ ^ ^ c A. c b 



tt)erlftettiflen. SBir toäl^ten auf — h- 
ber ©eraben (ögl. gig. 1) einen b a c b c 

feften9lnfang§<)unft0.2ebem '^ 
5PunItPorbnenh)irbannbieSa]^t — ^- 



^^ ? ^ 



(3) x^OP gig. 2. 

ju unb nennen fie feine SKbfjiffc. Stoti öerfd^iebene Sßunite Punb 

Pi ^aben bann immer öerfd^iebcne Slbfjiffen; benn auS OP^^OP^ 

folgt auf ©runb ber gormel (2) PP^^ == 0. gemer läfet fid^, tt^enn 

eine Qa^ x gegeben ift, ftetö P fo toasten, ba%~ÖP=^x ttjirb. gft 
a? = 0, fo faßt Pmit jufommen; ift x po\xtit), fo gelangt man öon 
r\aä) P burd^ eine S?ortt)ärt^bctoegung um x\ ift x negatiö, fo qt^ 
langt man öon naä) Pburd^ eine SüdtoärtSbetoegung um —x. 
^nxä) gormet (3) ift alfo jtoifc^en ben S^W^ ^ ^^^ ^^^ fünften P 
ber ®eraben eine S^orbnung getroffen, loeld^e folgenbe ©igenfd^aften 
l^at: Sebem 5J5unft P entfprid^t eine S^^ ^; H^c Slbfjiffe; berfd^ie- 
bene ^unlte l^aben öerfd^iebene Slbfjiffen; jebe Qa^l x lommt ate nh^ 
fjiffe eine-äf ^unlteg öor. 

Sine fold^e guorbnung toollen tt)ir eine Äbbilbung nennen. ®g 
ift un^ alfo gelungen, bie Saluten auf bie Sßunite einer ©eraben ab- 
jubilben. 

©inb X unb x^ bie Äbfjiffen ber fünfte Pbjto. P^, fo folgt auiJ (2): 

(4) PPi = iCi-a?. 

S)er ßefer möge unter Senufeung biefer gormel bie Slbfjiffe be^ 
SWittelpunftg ber ©trede PP^ beregnen. (£r möge femer öerifijieren, 
ba§ oier fünfte -4, B, C, D auf ber 3ö^fenUnie ftetiS bie fogenannte 
©ulerfd&e 8leIation erfüllen: 

ÄB'CD + äC'DB + ÄI)'1bC^0. 

hierbei mirb ed jn^edmögig fein, ben $unlt Ä atö 9(nfangi^))unlt ju 
benu^en, fo bafe Ä bie «bfjiffe Stutt ^at. S)ie Slbfiiffen bon B, C, D 
ttjirb man am bcften mit 6, c, d bejeid^nen. ®cr Setoeii^ ber ©uler*! 
fd^en Stelation ergibt fid^ bgnn leidet mit ^Ufe oon (4). 




4 (Srfteg StapittU ^fiufttnflgtocrte ttnb (gten^toettc 

3)egcarted l^at aud^ gezeigt, tote man bie Sa^Ien))aare o;, y auf 
bie fünfte einer Sbene abbtlben fann. SRan jie^t in biefer Sbene 
burd^ einen Sßunit (ben änfang^punft) jtt)ei oerfc^iebene (Be:^ 
raben (Soorbinatenac^fen). 9luf jeber üon i^nen roirb eine po^ 
fitibe aiid^tnng feftgefe^t (bgl. gig. 3). 3)ie eine ®erabe möge bie 
ir^Std^fe, bie anbete bie y^äc^fe l^eigen. 3ft ii^n P ein beliebiger 

$unlt ber Sbene, fo jiel^t man burd^ i^n 
bie beiben $araOe{en ju ben Sld^fen. £a^ 
burc^ entfielt anf ber a^Hd^fe bcr Sd^nitt^ 
<)unlt X. auf ber y^'ä6)\t ber 6d^nittt)unlt Y. 
geßt fefet man^) 

unb nennt x bie rc^^oorbinate, y bie 
y-Äoorbinate bon P. SRan fagt ani). x fei bieSlbfjiffe, y bie 
Drbinate bon P. 3ebcm ^unft P ber ®bene entfprid^t auf btefc 
SBeifc ein gal^Ienpaar x, y\ bie erfte S^^I ift bie Slbfjiffe, bie jtoeite 
bie Crbinate b^ P. ^xotx oerfd^iebenen fünften entfpred&en offenbar 
berfd&iebene Salöl^n^jaare. 3^ 1^*^^^ 3öl^ten<)aar x, y läßt ftd& ein 
5|5unft finben, beffen Slbf^iffc x unb beff en Drbinate y ift. ©^ ift ung 
alfo gelungen, bie 3ö^ten<)aare a;, ^ auf bie fünfte ber Sbcne abju* 
bitben. SDicfe Slbbilbung ift burd^ bie gormcin (5) beftimmt. Oemöl^n^ 
lid^ wal^Ö man bie Sld^fcn fo, bafe fie einen redeten SDäinfel bilben. 

Um eine 3lbbitbung iitx ^(i\)Uwixx^t\ x, y, z auf bie ?ßunfte be§ 
Sftaumei^ ju getoinnen, jiel^t man burd^ einen ^unft brei ©eraben, 
aj^Kd^fe, «/^Std^fe unb Z'%6^\t genannt, bie nid^t in einer ©bene 
liegen, ©ic beftimmen ^jaartoeife brei Sbenen, bie Soorbinaten^ 
ebenen. Sft P rin beliebiger 5ßunft beS Staume^, fo legt man burd^ 
i^n brei Ebenen ))araQeI ju ben S'oorbinatenebenen. ^aburd^ entftel^t 
auf ber rc-Sld^f e ein @d^nittj)unf t X, auf ber y=9ld^fe T, auf ber j^^? Sd^fe Z. 
3e$t fefct man 

(6) x^ÖX, y^~ÖY, z^'ÖZ, 

J)iefe gormein liefern eine Slbbilbung ber 3öl&fentri})el auf bie 
fünfte bed SRaume^. SUJan mä^lt bie Slc^fen getoöl^nlid^ fo, ba^ fie 
<)aartt)eife redete SBinfel bilben. 



1) 3ft ouf einer (JJeraben bie |)ofitiöc iRtd^tuna fcftgcfefet, fo |)flegt man 
fie, toenn bie ©erabe eine ^araüeloerfd^iebung etfäl^rt, ungeSnbert ju laffen. 
Sfiad^ geftfe^ung ber |)ofitiöen iRid^tung auf ben Äootbinatenad^fen ijl alfo 
aud^ auf ben ju il^nen |)araüelen ®eraben bie |)ofttit)e dlid^tung feftgelegt. 



3al^IenfoIgen unb tl^re ^fiufungiSmerte 



S)ic nalürlid^cn 3^^^^« 1, 2, 3, . . . bieten ha^ etnfad^fte 83eif<)iel 
einer ßal^lenfolge.^) S^be anbere gal^Ienfotge entfte^t l^ierauS, in- 
bem man bie ©Heber irgenbn)ie abänbert, olfo 1 burd^ tintQaiilu^, 2 
burd^ eine 3^^^ ^sr ^ i)u^<^ ^^^^ 3^^I ^s ^^^ überl^au^t jebe^ n burd^ 
eine 3^^! ^^ erf e^t. ®tne S^^Ienf olge l^at* aljo folgenbeö 8lu§f e^en 

U^f 14,21 U^f .... 

Die ^nnlte benten an, baS bie golge in§ Unenblid^e tücitergel^t. ®ö 
gibt in i^r lein lefeteö ®Iieb, gerabe fo, tt)ie eS unter ben notürlid^en 
3a]^(en feine größte gibt. 

SKan fann natürlich nientate alte ©lieber einer S^^itenfotge an\^ 
fd^reiben. Sie ift immer nur burd^ ein ®efe^ bestimmt, ba§ öorfd^reibt, 
Weld^e 3ö^I «*„ an ber w^ten ©teile ftel^en foH. Sei ber SafjtUn^otqt 

111 

lautet biefeS ®efefe: 2[n ber w-ten ©teile foB bie 3<i^I 1/^ ftel^en, 
bei ber 3ö^IenfoIge 

1, -]/2, 1/3, -]/4, ...: 

Sin ber w^ten ©teile foQ ± ]/w fte^en, unb ätoar + Yn, menn n un=* 

gerabe, — ]/w, menn n gerabe ift. 

SBenn bie Differenzen u^ — u^, u^ — u^, u^-'U^, . . . alle gleid^ 

finb, fo l^ei^t u^, u^, u^, . . . eine aritl^metifd^e golge. SSon einer 

fleometrifd^engolge fprid^t man, wenn bie Quotienten t/g/wj , «3/^2/ 

uju^, ... alle gleich finb. ©ine aritl^metifd^e golge fictjt l^icrnad^ 

f au§ : , _ ,«■,-,„■, 

a, a-j-a, a-\-2a, a+3a, . . .: 

bai^ n^te ©lieb ober, toie man aud^ fagt, ba^ allgemeine ©lieb 
tautet a + (n—l)d, Sine geometrifd^e golge fielet fo an^: 

ttf a-q, a-q^, «'g*, . . .; 

ba§ allgemeine ©lieb* lautet aq^"^. 

Die aritl^metifd^e unb bie geometrifd^e golge loerben fd^on in ber 
(Slementarmatl^emati! betrad^tet. SRan lernt bort, toa^ toxx l^ier neben^ 
bei bef^jred^en ttjollen, einen Äbfcftnitt einer fold^en golge fummieren, 
unb ber ßefer hjtrb fid^ be^ folgenben ©a|e8 erinnern: 



1) Statt „gal^Ienfolge" benujen loir oft ben fürjeren ^u^brudf „golge". 



(Srf^e^ kapittU ^äufungdtoerte unb ^^ren^toerte 



3ft u^,u^,tt^, ... eine oritl^metifd^e Solge, fo fjaitn i^re n erftcn 
©lieber bte ©umtnc 

SKan crf ennt bteiJ fofort, toenn man Wj + «^ H f- **« einmal in 

ber gorm 

t*i + K + d) + (>i + 2d) + . . . + (u^ + n-ld), 

ein jmeite^ äJial in ber Sorm 

fd^reibt. Sann ergibt fic^ nämßd^ burd^ Slbbition für bie hoppdtt 
@umme ber ^udbrud 

fo baB /IN 

Wi + «*a H r w,, = ^ 

ift, b. \). qitiä) htm w^fad^en aritl^metifc^en SKittel »au^ bem erftcn 
©Hebe Wi unb bem legten ®Iiebe u^, 

SBie bie entfjjred^enbe Slufgabe bei einer geometrifd^en golge bc^ 
l^anbelt toirb, ift bem Sefer getoi^ aud^ befannt. 9[u§ 

folgt 

qS^ a • g + a • g* H h « • 5^*" ^ + « * (?". 

unb burd^ ©ubtraftion ergibt fid^ toeiter 

a(fo 

S « ^ • g" — ^ . 

3m galle a = l lautet bief e gormel 

(*) l + q + q^+'- + a g_i 

3n § 1 l^aben mir gefeiten, bag man iebe 3o^l i^i^td^ bitten $unlt .1 
auf einer ®craben, ber gal^Ienünie. öerfinnlid^en fann. Siegt nun 
eine SafjUtn^ol^t w^, w,, Wj, . . . bor, fo entf))ric^t jebem w„ ein 5ßunft 
P^ auf ber 3tt^I«nIinie, unb ber Stufenfolge entfpri^t alfo eine $un!t= 
folge auf ber Sal^Ienlinie. Umgelel^rt gel^ört ju icber feieren 5ßunlt^ 
folge Pi, Pg, Pj, . . . eine ga^lenfolge. Um fie ju erhalten, mug 
man jeben $unlt P„ burd^ feine Äbfjiffe u^ erfefeen. Dabei bertoan^ 



2^.,.^.n-i^ql-l 
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bcft fic^ bie ^ßunftfolgc P^, P^, Pj, . . . in bic gal^lenfolöe tt^, u^, 
u^, . , .. ^^ Vit ifxtxnaä) ein unb badfelbe, ob man fic^ mit ben 
Öö^Ienf olgcn befd^aftigt ober mit ben 5ßunftf olgen auf ber Sö^^Ienltnie. 

S3ir lommen jefet ju einem toid^tigen Segriff, ben mir geomelrtfd^, 
b. l), bei itn 5ßunftfoIgen, erftären njoflen, bamit er bem Sefer mög? 
lid^ft Har wirb. 

Pj, Pj, Pg, . . . fei eine 5ßunftfoIge unb Q ein 5ßunlt auf ber 
gal^Ienlinie. 2)ann l^eigt Q eine ^aufung^fleDe ber ^unftfolge P^, 
Pg, Pj, . . ., toenn in jeber Umgebung bon Q unenbtid^biele ©ße^^ 

ber biefer golge entl^alten finb. Dai^ ^at , ^ 

folgenben Sinn: ßonftmieren toir (gig. 4) , , ,-- — 

um Q afe SWittelpunft ein gnterbatt Q' Q" Q' Q Q 

unb unterbrfidEen tvxx in ber 5ßunftf olge alle ^' *" 

fünfte, bie nid^t in boS gnteroaß Q' ö" fallen, fo bleibt nod^ eine 
^nltfolge übrig (nid^t ettoa nur eine enblic^e Stnjal^I t)on fünften); 
bie« gilt immer, tt)ie Hein aud^ baS gnterüatt Qf Q" gett)äWt fein mag. 

(E^ ift bon groger Sßid^tigleit, bag ber Sefer fid^ ben begriff ^äu^ 
fungSftette böttig Mar mad^t, »eil biefer Segriff für bag golgenbc 
grunblegenb ift. SEBir tooQen bei^l^alb nod^ tttoa^ bei biefem begriff 
bertoeilen unb un^ überlegen, toa^ mir oon bem 5ßun!te Q fogen fön^ 
neu, toenn er feine ^äufungSftette ber ^unltfolge Pj^,F^,P^f... ift. 
2)ann toirb ed alfo nid^t in jjeber Umgebung unenblid^biele fünfte 
ber Solge geben, oielmel^r toirb fid^ ba8 Snterbatt Q' Q" in gig. 4 
fo toäl^Ien laffen, bag barin nur enblid^oiete fünfte ber golge ent^ 
l^alten finb, alfo j. 85. 112 ober 10 ober toieüiele eS fonft fein mögen. 

Sd ift loid^tig ju bemerlen, bag bie obige Z)efinition einer ^öu^ 
fungdfteQe nid^ti^ barfiber fagt, ob biefe felbft ber betrad^teten $unlt^ 
folge angel^ört ober nid^t. 2)ad bleibt böUtg ba^ingefteüt. @i^ gibt 
^ftufung^ftetten, bie il^rer 5ßunftfoIge angepren unb fold^e, bie e8 
nid^t tun. SBir toerben baä fogleid^ an a5eifi)ielen feigen. 

m^ erfted Seifpiel biene bie ^olge 

Y ' y ' 4 ' "i ' 5 ' T ' " ' 

a)ag (2w-l):^te ®Ueb lautet §ier l:(n + 2), bag 2w^te ®ßeb 
(« + 1) : (w + 2). J)iefe golge l^at bie ©öufunggftetten unb 1. Der 
Sefer »irb iai fofort erfennen, toenn er auf ber Sa^Ientinie bic fünfte 

Y' T' T' T' T' 6 ' ' * ' ^^^^^ ^^^ 5ßun!te unb 1 marfiert^) 



1) ^er ^unlt x ift ber «(hintt mit ber «bfelffe x. 
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(ögt- fJifl. ö). 3n icbcr Umgebung bcr ©tcttc liegen uncnbUd^bide 
t)on ben 5ßun!tcn y , ^jf; 5 / ' * * » i« I^^ber Umgebung ber ©teffe 1 



■3 T-r j—j 7— unenbltcfibtelc tjon ben ^ßunften 

^ *" 2 3 4 

&t9. 6. _. ^ ___... ^ ßlj0 unenb^ 

lid^üiele (Slieber bcr gotge. 2)ie beiben ^äufunggftetten unb 1 ftnb 
öier nic^t in ber golge entl^alten. 
3)ie golge 

^ - - — ^ — 

bie au« ber foeben betrad^teten burd^ SSorfefeen ber entfielt, ^at 

ebenfatti^ bie beiben ;g)äufuttggftetten unb 1. S)ie gel^ört l^ier ber 

golge an, bie 1 aber nic^t. 

3)ie golge 

1 2 1^ 3 1 4 

' ' Y' T' T' 4 ' y ' T' * ' ' 

entftätt il^re beiben |)äufung§fleHen unb 1. 

SSenn man augbrüilic^ üon 3 al^Ien folgen f^jric^t, fagt man ftott 
„©öufunggj'teae" gemöl^nlid^ „$äufung§iüert". unb 1 finb alfo 
^äufungglüerte ber obigen Stufenfolgen. 

§ 3. $a^ ntm Wtxtx^xn^. 

®§ gibt ga^lenfolgen, bie feinen |)äufungÄtocrt befi^cn. ®ine fold^e 
ift ä. ». bie Solge 1, 2, 3, ... . Stuf ber Sa^tenlinie ift feine ©teile 
uor^anben, öon ber man fagen fann, bafe in jeber Umgebung t)on iffv 
unenblic^diele fünfte ber golge 1, 2, 3, . . . entfialten finb; benn in 
jebe« gnterüatt fallen offenbar nur enblic^öiete öon biefen ^ßunften 
ober übert|au|)t feiner. 

SBir merbeu jefet eine Älaffe öon S^^tenfolgen fennen lernen, bei 
benen man fidler fein fann, bag e« toenigfteni^ einen ^aufunggloert 
gibt. @« finb ba§ bie befd^ rauften gal^lenfolgen. ®ine Sal^lenfolge 
u^, u^, u^, . . . l^cifet befd^ränft, toenn fid^ auf ber Söl^Ienttnie eine 
©tredfe abgrenjen täfet, bie bie fämtlid&en fünfte Ui,u^,u^, . . . cnt« 
l^äft. SBoHen tt)ir unS nid^t geometrifd^ auSbrüden, fo fönnen toir 
fagen: ^1,^2,%,... ift eine bcfd^ränfte S^W^^^^i^t ^cnn e« jtoei 
Sal^Ien a unb h gibt, j^ifd^en benen atte ©lieber ber golge entl^aftett 
finb, fo bafe alfo für w = 1, 2, 3, . . . bie Ungleid^ungen a < w„ < 6 
ftattfinben. SDlan nennt ben Inbegriff aUer Qa^tn, bie jtoifd^en a unb 
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b liegen, baS Snterüatt (a, h)}) @ine befd&ränite S^^^I^^foIöe Kfet 
fid^ otfo gonj in ein 3nteröatt {a, h) einfd^ßefeen. 

@ine befd^ränfte So^Ienf olge ip }. 83. y , y , ^ , -^ , y , y , 

... ©ie ift ganj in bem gnterüatt (0, 1) enthalten. S)agegcn ift bie 
Bal^lenfolge 1, 2, 3, . . . nicfit befd^ranft, »eil eg fein Stiteröaß (a, 6) 
gibt, ba§ alle i^re ©lieber umfaßt 

Über bie befc^ränften ga^lenfolgen gilt nun ber folgenbe @a^ t)on 
SSeierftra^: @tne ief^ranfte ^i^P^nfolge ^at tuenigflettl einen 
$aufttng§niert. 

®er Sejer ftette fid^ bie jngel^örige 5ßnn!tfoIge anf ber gal^tenlinie 
öor. ®a e§ fid^ um eine befc^ränfte Sa^lenfolge l^anbelt, fo lägt fid^ 
auf ber äö^t^ntinie eine ©tredfe abgrcnjen, bie bie fämtlid^en ?ßunfte 
jener 5(JunftfoIge entl^ält. S)iefe uncnblic^ öielen $ßunlte muffen l^ier 
auf einem enblic^en ^aume 5ß(a| finben. ®a ift es flar, ba§ irgenb^ 
too an einer Stelle Q ein fc^rcdElid^e§ (Sebränge l^errf^en mu§, fo 
fc^redlidö, bag in ieber Umgebung oon Q unenbtid^öiele 5ßunfte ber 
Solge öor^anben finb. S)amit ift bie ©jiftenj einer ^äufungiSfteüe 
ti)enn nic^t beriefen, fo bod^ menigfienS f}Iaufibe( gemad^t. 2)ad möge 
l^ier genügen, ba ber e^^afte ©emeiö nur auf ®runb einer genauen 
Erörterung bei Sa^Ibegriffi möglid^ unb ba^er für ben Slnfönger ju 
fd^iper ift^). 

§ 4. ü^mtvitnU 3a^lenf0lgen* 

8ui bem fficierftrajsfd^en ©afee toiffen mir, ba^ eine befd^ränfte 
ga^tenfolge ttjenigftenS einen ^äufung^toert befi^t. S33ir toollen jefet 
bieicnigen befd^ränften ßö^t^nfolgen betrad^ten, bei benen ei fo toenig 
^öufungStüerte gibt toie mögtid^, alfo einen einjigen. Wi, %, W3, ... 
fei eine befc^ränfte Solge üon biefer 2lrt unb u ü)v einjiger ^dufung^s 
ttjert. SBir motten um u atö äRitte irgenb ein 3nteröatt 3 fonftru^ 
ieren. 3n biefem liegen, meil u ein ^äufung^mert ift, unenblid^tjiele 
©lieber ber golge. 2)ie ©lieber, bie ha^ ni^t tun, mögen bie Slui? 
nal^megtieber ^eifeen. SRun läßt fid^ l^ier jeigen, baf t^ nur eine 
enbtid^e Muja^l fold^er 2lu§nat|meglieber gibt, singenommen, bieg 
märe nid^t ber gatt, ei gäbe alfo unenblid^üiele SluSna^meglieber. 
©ie bilben bann eine Solge t*/, u^\ %', . . ., bie aui w^, w^, Wg, . . . 

1) a unb b, bie ^ renken bei 3utert)alli, red^net man mand^mal mit 
bap. 

2) 3)en ejaften ?8ett)eii finbet man 5. 93. in meinem 95ud^e „©runbjüge 
ber 3)iffetential= unb 3ntcgralted^nttng " (Selpaig, Xeubnet, 1909). 
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burd^ Streid^ung aller in 3 enthaltenen ©lieber entfielet. (Sine folc^e 
Solge, bie an^ u^f u^, u^f ,.. bnrd^ gennffe @treid^nngen entftel^t, 

nennt man eine Zeitfolge t)onu^, u^, u^, gebe Xeilfolge einer 

(efd^ränlten golge ift offenbar ebenfaOd befd^ranlt; benn toenn bte 
ganje Sofge in ein gnterDaU {a, h) eingefd^Ioifen ift, fo finb aud^ alle 
i^re Xeilfolgen in (a, b) enthalten. Säir fönnen alfo auf u{, u^\ 
u^f . . . ben SBeierftra^fd^en @a^ anmenben unb barauiS fd^ße^en, ba^ 
biefe Solge einen ^äufungiSn^ert vl befi^t. vl ift fidler t)on u derfd^ie:" 
ben; benn u ift fein ^äufungi5tt)ert bon w/, u^, u^, ..., »eil }. ©. 
in 3 überl^aupt fein ®tieb biefer golge entl^atten ift. gerner Kftt pd^ 
leicht erfennen, baß u aud^ ein ^ftufunggtoert ber gotge u^, u^, u^, 
. . . fein ntug. 2)a näntlid^ in jeber Umgebung bon u' unenbli^biele 
©lieber ber leilfolge «/, Wg', %',... enthalten finb, ift bamit ju^ 
gleid^ gefagt, \i^^ tl bort unenblid^biele ©lieber ber Solge u^, u^^ 
Wj, . . . gibt. %\t golge ^i, %, w,, . . . l^atte bemnad^ jtoei berfd^iebenc 
^äufung^merte u unb u', gegen bie SSoraudfe^ung. 

Sei einer befd^ränften Sa|(enfoIge mit nur einem ^öufungi^tt^ert 
u l^at biefer, toie toir fejlgeftellt l^aben, folgenbe ffiigenfddaft: 3« jeber 
Umgebung bon u liegen alle ©lieber ber Solge mit einer enb^ 
lid^en Slnjal^t bon Slu^nal^men ober, n^ie n)ir turj fagen moden, 
fafi aOe ©lieber ber golge^). 

Stellt eine S^^^I^tifoIge Wj, Mj, Wj, ... ju einer S^^I u in 
einer fold^en Sejie^ung, bag in jeber Umgebung bon u faft 
alle ©lieber ber Solge enthalten finb, fo fagt man: 2)ie 
Solgei^i, u^, Uq, ... ^at ben ®rttt}1iiert u. (Sinefold^e Solge 
nennt man fottdergent. 

SBir ffaitn alfo oben betoiefen, baß eine befd^rönlte S^^t^^folge, 
bie nur einen einjigen ^aufungsmert u beft^t, lonbergent ift unb ben 
©renjioert u l^at. ^tijt moäen tvix nod^ jeigen, bad aud^ bad Um^ 
geleierte rid^tig ift, bag alfo eine lonbergente S^f)lta\olit mit itm 
©renju^ert u befd^ranlt ift unb nur ben einen ^äufungi^mert u l^at. 
Sonftruieren n)ir um u eine Umgebung 3r fo Hegen barin faft aQe 
©lieber ber lonbergenten S^^^^^^h^- ^^^ ^^^ enblid^e ^nja^I bon 
SCuSnal^megliebem gibt e^, bie nid^t in 3 enthalten finb. (Sd ift nun 
Har, bafe wir ein 3uterbatt (a, b) fo toal^Icn fönnen, ba§ 3 «nb alle Znfh 
nal^meglieber baüon umfd^Ioffen »erben. 3ft 3 unterl^alb burd^ u— e, 
oberl^alb burd^ u + a begrenjt, f o genügt ed, a fleiner ju toasten aU 
u — e unb jugleid^ f (einer ald aKe ^udna^megKeber, b bagegen gr6|er 
al^u + s unb jugleid^ großer atö alle Slui^nal^meglieber. ©erabe n^eil 

1) „Sfafl alle" = „alle mit einer enblid^en Slnjal^l t)on ^lui^nal^men.'' 
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t^ nur eine enblid^e Slnjal^l üon StuiSna^megltebem gibt, lönnen niir 
bad mad^en. 3)ann ift aber bie ganje Solge in (a, b) entl^alten. ^ax^ 
an^ feigen toir, bafe eÄ fid^ um eine befd^ränfte golge ^anbelt. Offen- 
bar ift u ein ^dufungdmert t^on i^r. gn jeber Umgebung t)on u liegen 
nömlid^ faft alle ©lieber ber golge. gaft aUe finb aber unenblid^ öiele. 
$ätte bie golge no6) einen anbern ^äufungStoert u', fo fönnten toir 
um u unb u' Umgebungen lonftruieren, bie gau} au^einanber liegen 
(09I. Sig. 6). Da in ber um u lonftruierten Umgebung faft alle ©üe^ 
ber ber gotge enthalten finb, fo lann eg in ber um u' lonftruierten 

Umgebung nur eine enbüc^e Sln^ , a ^ 

iai)l bon ©liebern biefer gotge ge^ ""* ""u ' ' Jj» 

Ben, toäl^renb bo^ ein ^äufunggs* -^—^ 

toert für jebe folc^e Umgebung ^*ö. c 

unenbfid^ üiele ©lieber öerlangt. Damit ift betoiefen, baS eiJ außer u 
leinen anbem ©auf ung^toert gibt. Der ©renjtoert ift ein SRonard^, ber 
feinen anbem ©öufunggtoert neben fid^ bulbet. 

SBir wiffen jefet, bafe fonoergente 3tt^IenfoIgen unb befd^ränfte Soi)^ 
lenfolgen mit einem eiujigen ^äufungömert ein unb ba^felbe finb. 

Sum @d^tu§ wotten toir über bie lonöergenten Satilenfolgen nod^ 
einige 35emerlungen mad^en, öon bereu Sti^tigleit ftd^ ber Sefer felbft 
überjeugen möge. SBir geben iebeiSmal eine änbeutung, toie ber fßt^ 
toti^ gefül^rt mirb. 

1. $at eine Solge ben ©renjwert n, fo l^at aud^ iebe Xeil^^ 
folge Don i^r ben ©renjtt^ert u. 

SBai8 öon faft allen ©liebem ber golge gilt, gilt nämlid^ aud§ öon 
faft aütn ©liebem ber Zeitfolge. 

2. $at bie golge u^, u^, Wg, . . . ben ©renjtoert u, fo gilt 
ba^felbe bon ber gotge a^, a^, ..., a^, u^, u^, Wg» •••• 2Kan barf 
alfo beliebige ©Ueber inenblid^er Slnja^I l^injufefeen; bie golge 
l^at nad^ tuie ))or ben ©renjtoert u. 

gaft atte ©Ueber ber alten golge finb auc^ faft atte ©lieber ber 
neuen golge. 

3. $at bie golge u^, w^r^/ ••• ^^^ ©renjtoert u, fo gilt 
bagfelbe uon ber golge 

U^, U^, . . ., ^1, Wg, Wgr •• 't ^2f %/ ^8' •• V ^8' 

Pi ^ mal JP2 ' mal p^ ^ mal 

Sie entftel^t au« w^, t*,, Wj, . . . baburd^, bag jebe« ©lieb biefer golge 
eine enblid^e Slnja^l ))on äßalen aufgefd^rieben toirb. 

9[92u« 197: StotoalttDili, dttfiniteitmafoed^nunfl. 8. 9(uf[. ^ 
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SBcnn wir um u irgcnbcine Umgebung !onftruicren, fo gibt cS tu 
ber atten f$oIge nur eine enblic^e Slnja^l Don SuSna^ntegliebern^ bie 
nid^t in biefer Umgebung liegen, ^tit^ tjon i^nen tritt in ber neuen 
gofge eine enbUd^e Sln§al^I t)on äRalen auf. 2)ie Slnjal^I ber IKuS- 
na^meglieber bleibt alfo enblic^. 

4. Sine fonöergente 3oIge bleibt lonöergent unb behalt 
benfelbenSrenjmert, wenn man aud i^rburd^ Umrangieren 
ber ©lieber eine neue Solge bilbet. 

S)ie SluSfage „3n jeber Umgebung öon u liegen faft aüe ©lieber 
ber golge" ift offenbar ganj unabhängig öon ber Slnorbnung ber 
©lieber. 

5. $aben bie Solgen ti^, u^, Wg, ... unb v^, v^, «^3, ... beibc 
benfelbenSrenjtoertg, fo i)at au6) bie au^il^nenjufammen:? 
gefegte Solge u^, v^, Wj, v^, u^, v^, ,.. ben ©renjwert g. 

3n jeber Umgebung öon g liegen faft aße w„ unb faft alle v^, 
b. 1^. faft aße ©lieber ber jufammengefefeten golge. 

6. ^aben bie Solgen u^, u^, u^, ... unb v^, v^, v^, .,, beibe 
benf elben ©renjwert g unb liegt u\ immer jwif^en u^ unb 
v^f f l^at aviii bie Solge w^, w^, w^, ... ben ©renjwert g. 

SBenn nämü(| in jeber Umgebung tjon g faft atte u^ unb faft attc 
^n K^Ö^J^/ fo fiub barin auc^ faft aße w^ enthalten. 

Sine Solge u^, u^, u^, ... ^ei^t auffteigenb, wenn 

^1 ^ % ^ % ^ • • V 

wenn alfo fein ©lieb größer ift afö ba« folgenbe. Sie l^eifet ab^ 
fteigenb, wenn 

wenn alfo fein ©lieb fleiner ift aU ha^ folgenbe. ©eibe 8lrten bon 
Solgen bejeid^net man atö monotone Solgen. 

So genügt, tvtnn wir un^ mit ben auf fteigenben Solgen beft^äftigcn. 
S3ei ben abfteigenben Solgen gel^t eS genau entfpred^enb. u^,u^,Uq,. .. 
fei alfo eine auffteigenbe Solge. Offenbar finb bann äWeiSößcmöglid^: 

1. @^ gibt eine gal^I U, bie öon feinem ©liebe ber Solge übet:? 
troffen wirb. 

2. ®g gibt feine fol^e 3a^I. 

Sm erften Soße ift bie Solge befd^ränft, weil aße i^re ©lieber bem 
Snterüaß (%, IJ) angehören. 3la^ bem SBeierftra^fd^en Sage (ögl. 
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§ 3) gibt c^ alfo einen ^änfung^wcrt n. SBäre nun irgenb ein ®Iieb 
ber golge, j. S. %, größer a(g u, fo liege fi^ um u eine Umgebung 3 
fonftruieren, bie u^ unb infolgebeffen anö) %+i, u^+2r -•' ^^^^ ^^^ 
^alt (ogt gig. 7). 3n 3 gäbe e§ alfo nur eine enbUd^e Slnja^I öon 
©liebem ber golge. 2)ag miberfprid^t aber bem SBefen eine« ipdufungg' 
»erteg. SBir fönnen bemnac^ fd^IieScn, ba§ u öon leinemOIiebe 
ber golge übertroffen tt)irb. @äbe e§ noc^ eine fleinereBö^tu', 
bie biefetbe ®igenfd^aft l^at, fo lönnten loir 3 berart mahlen, ba§ u 
nid^t barin entl^alten ift. ®ann läge o 

aber in S überhaupt fein einjige« '^ 



u^, »eil lein w„ größer atö u fein „/ ii — """"nJ — S 



foß. S)ag ge^t atfo nid^t, unb tt)ir ^^ "*' 



erfe^en l^ieraud, baß u bielleinfte 
Söl^I ift, bie Don feinem ®liebe ber golge übertroffen »irb. 
@ine foI(|e Sai)l fann nur in einem (S^emplar e^iftieren. @i$ tann 
ba^er außer u feinen anbem ^dufungdn)ert geben, unb mir l^aben e^ 
a(fo mit einer bef graniten golge ju tun, bie nur einen^aufung^mert 
befiftt. Da^ ift aber eine fonöergentc golge, unb u ift i^r (Srenjmert. 

hiermit ift folgenber ©afe gemonnen: 6ine auffteigenbe (abftei^ 
genbe) S^l^lenfolge ift fonbergent, toenn eg eine 3ö1^I gibt, 
bie öon feinem ©liebe ber golge übertroffen (untertroffen) 
mirb. 5)er ©renjmcrt ift bie fleinfte (größte) S^^^ init biefer 
Sigenfd^aft.^) 

SBir muffen je^t noc^ ben jmeiten gaU bef))red^en. ®a gibt eS 
feine fold^e 3ö^I U mie im erften gaüe. @g toirb bielmel^r jebe Saf^l 
öon irgenbeinem u^ unb um fo me^r t)on ««^+1, ^^+2, ^,.^.8, . . . über^ 
troffen. ^t\)t Qa^l mirb alfo öon faft allen ©liebern ber golge über^ 
troffen. 3n biefem gatte ift überl^aupt fein ^äufunggtoert borl^anben, 
toeil in jebem Snteröatt (a, h) nur eine enblid^e Slnjal^I ton ©liebem 
ber golge entsaften ift; faft alle ©lieber finb größer afö h, 

SBenn eine golgc fo befd^affen ift, baß jebe ga^I — - man mag fie 
fo groß toa^Ien, atö man niilt — öon faft allen ©liebern ber golge 
übertroffen toirb, fo fagt man, bie golge l^abe ben uneigentlid^en 
©renjtoert +00 (plus Unenblid^). S)a^ gilt j. ©. öon jeber auf^^ 
fteigenben Stufenfolge, bie nid^t befd^ranft ift. 

3ft eine gotge fo befd^affen, baß jebe 8ö^i öon faft aßen ©liebern 
ber golge untertroffen mirb ^), f fagt man, bie golge ^abe ben u n 5 
eigentlid^en ©renjtoert — cx> (minus ÜnenbUd&), S)a« gilt j. 8, 
t)on ieber abfteigenben S^^^^nfolge, bie nid^t befc^ränft ift. 

1) ®ine S^W untertreffen l^cißt Heiner jein aU fie. 
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S3on einer monotonen 3<i^Icnf olge lönncn toir alfo folgcntc^ f agcn : 
SBenn fie befd^ränlt ift, l^at fie einen eigentlid^en (Srenjwert; totnn 
pe unbefc^ränlt unb auf fteigcnb ift, ben unetgentHc^cn ®renjtt)ert + oo ; 
toenn fie unbefc^rön!t unb abfteigenb ift, ben uneigentli^en &xtni^ 
wert — <x>. 

§ 6. (jEitie btftnä^txt %xt mn ^nttXMÜfnlQtn. 

SBir loollen l^ier eine tüid^tige Stntoenbuttg bon ben ©rgebniffen 
beS § 5 mad^en, unb gioar betrad^ten tt)ir eine gotge bon SnterbaDen 

(«l/^)r K/^2)/ (»Sr^»)' '"t 

tt)o jebe^ gnterbatt bag folgenbe enthält, fo ba| alfo 

AB ^n£<^n^l<K-^l£K 

X K ä, ""irX T" tft (bgl. gig. 8). @ine f olc^e golge 

gig. 8. möge einSafebonlgnteröaUen 

l^eiften. 

Offenbar bilben bie a eine auffteigenbe, bic h eine abfteigenbe golge. 
Selbe golgen finb bef^rönft, ba fie in (a^ , h^ liegen. 9lad^ § 5 finb 
fie alfo fonbergent. Sejeic^net man il^re (Sreuitoerte mit A bjto. B, 
fo ift AfXoxt xovt aug § ö toiffen, bic fleinfte 3«^^, bie oon feinem a 
übertroffen toirb. ?lIfo wirb A fidler bon feinem h untertroffen. B ift 
aber nad^ § 5 bie größte gal^I, bie bon feinem h untertroffen wirb. 
2)a^er ift A^B. 

®a^ 3nteröatt {A, B), weld^e« ba§ ©renjinterball bei @a|cÄ 
feigen möge, ift in atten gnterbatten (a„, 6„) entl^alten. ^at ein 
anbereiJ 3nterbatt {A\ B') biefelbe ©igenfd^aft^), fo wirb A' üon 
feinem a übertroffen unb B' öon feinem h untertroffen. A ift aber 
bie fleinfte ^oi^i ber erften, B bie größte ^a^l ber jweiten Slrt. ^a^ 
^er mu6 A£A' unb .ö'^ J? fein, eg mufe alfo {A', Byxn {A. B) 
liegen. {A, B) ift bemnad^ baS größte ^titcrball, ba« üon ollen 
SnterbaHen be0 Saftet umfd^Ioffen wirb. 

®§ fann fein, ba| bag ®renjinterbatt auf einen 5ßunft jufammen^ 
fd^rum^jft, bafe atfo A-=B ift. 3)ann ift biefer 5ßunft ber einjigc, 
ber allen 3nterbatten be^J ©aj^eS angel^ört. 

§ 7. ^urfiAfß^mig k0ttwrgenter ^aljkuf^lgen auf mm^nt. 

SBenn eine g^^l^nfolge u^^u^fU^,... ben ©renjwert u l^at, fo 
fann man il^re ©lieber in brei fftaffen einteilen: 

1) @8 barf aud^ A = B' fein. 



^ej. gntertiggfolgeit. 8m^<^- ^^^^' Bo^^^ttfo^flffl ttuf monotone 15 

1. folc^c, bic Metner afö u, 

2. fold^e, bie größer aU u, 

3. fold^e, bie gleid^ u ftnb. 

3u iebcr klaffe lönnen cnbüd^öiele ober unenblid^üiele ©lieber ge- 
l^ören. SBenn }ur brittcn klaffe unenblic^üiele ©lieber gel^ören, fo 
bitten fie bie golge n, u, u, . . . . SBenn jur jtoeiten Stoffe unenbiid^= 
öiele ©lieber gel&ören, fo fann man fie fo anorbnen, boß fie eine ai^ 
fteigenbe 3oIge bilben. 3^ jeber Umgebung öon u liegen faft alle u^. 
I)a|er gibt e^ nur enblid^öiele w„, bie größer otö u + 1 , enWid^öiele, 

bie jloar nid^t größer afö u + 1, aber bod^ größer ate u + ^ , enb^ 

1 
lid^öicle, bie jloar nic^t größer als Vi+ ^, aber bocb größer ate 

u + 3- fittb, ufm, Stt ieber öon biefen ©ru^j^jen lann man bie ©lieber 

nad^ abfteigenber ©röße orbnen, toeil bie ©ru^pe nur eine enblid^e 
9(nja]^( bon ©liebem enthalt Huf biefe SBeife entfielet eine abfteigenbe 
golge, bie auiJ ben ©liebem ber jtoeiten Klaffe gcbilbet ift. ffibenfo 
überjeugt man ficfi, baß bie ©lieber ber erften Klaffe, fattiJ e« bereu 
unenblid^üiele gibt, ju einer auf fteigenben golge georbnet »erben f önnen. 
@S ergeben fid^ l^iemad^ 7 Ztiptn t)on lonoergenten g^^l^nfolgen. 

1. gebe Stoffe entl^ält unenbßd^üiele ©lieber. 

®ann fielet bie Sfolge na^ geeigneter Slnorbnung il^rer ©lieber fo an^: 

u, Ol, h^, u, «2, h^, u, aj, h^, .... 

hierbei ift (toie auc^ im folgenben) %, a^, a^, ... eine auffteigenbe 
unb 2>i , &2 , &3 , . . . eine abfteigenbe Sotge mit bem ©reu jtoert u. 

2. ®ie erftc unb bie britte ober bie jtoeite unb bie britte Slaffe ent^ 
l^alten unenblid^öiele ©lieber, S)ie golge fielet bann nad^ eöentueHer 
©treid^ung einer enblid^en Slnja^I öon ©liebem unb nad^ geeigneter 
Slnorbnung ber übrigen fo auS: 

u, a^, u, öfg, u, ag, . . . bjto. u, b^, n, b^, u, ftg, . ... 

3. 2)ie erfte unb bie jtoeite Slaffe entl^alten unenMid^öiele ©lieber. 
Sie golge läßt fid^ burd^ biefelben |)iIfSmittet toie bei 2 auf bie gorm 

^If \t ^f ^2 f ^8 f ^8 r • • • 

bringen. 

4 2)ie erfte ober bie jtoeite Slaffe entl^ält unenblid^t)iele ©lieber. 
S)ie Solge läßt fid^ auf bic fjorm 

«1/ ö?f ö^3f ••• H^- ^i' h' ^8' •" 

bringen. 
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5. 2)ie brittc Älaffc enthält uncnblic^üicle ©ficbcr. 2)tc Solgc löfet 
fic^ auf btc gornt u, u, u, . . . 

bringen. 
8lui5 bcn bret ©runbt^pcn 

-'i / ^2 ' ^a ' • • • 

^1 r ^2 > ^3 f • • • 

U, U, U, ... 

ergeben \iä) bie öier anbem burd^ Sufammenfefeung. 3ebc fonöetgente 
äal^lenfolge föftt ftd^ alfo (nad& einer enblid^enSlnja^IöonStreid^ungcn) 
in brei ober jtoei monotone golgen mit bemfelben ®renjtt)ert jerlcgcn 
ober fetbft ju einer monotonen golge orbnen. HRan erfiel^t l^icrauS 
bie SBid^tigleit ber monotonen 3^t|Ienfotgen. 

§ 8. Hin fxmtBüftxütxm* 

SBenn bie gotge«i, Wg, Wj, . . . ben ©renjtoert u l^at, fo ift e^ itoed^ 
mä§ig fid^ eine öeränberüd^e ®rö§e u ju benfen, bie bie golge burd^^ 
tauft, b. ^. juerft gteid^ u^ toirb, bann ben SBcrt% annimmt, l^ierauf 
ben SBert Wg wfto. SSon einer fotd^en SSeränberlid^en fagt man, bafe 
fie nad^ u fonöergiert, nad^ bem ®ren}tt)ert u lonbergiert, 
bem ©renjtoertu suftrebt, unb man fd^reibt: 

lim u = }i (limes u gteid^ u) 

lim es ift baS lateiuifd^e Sfort für (Srenje ober ®renjtt)ert. 3)ie 
obige gormel brfidft atfo aug, ba§ u fufseffiü bie SSSerte Wj, t^, %, . . . 
annimmt, bie eine golge mit bem ©renjmert u bilben. 

Sn jeber Umgebung (u — £, u + 5) tjon u finb , toie mir toiffen 
(ögl. § 4), faft alle % entl^alten. u lann alfo juerft, toenn eS nod^ 
jung ift, alle mögüd^en Sprünge ouf ber Sdf)Unlmt öoüfül^ren. SMit 
junel^menbcm Sllter mirb e§ fd^IiegUd^ fo galim, bafe eg nid^t mel^r 
aug bem Snterbatt (u — e, u + s) l^erauggel^t. i^ierbei ift € eine be^ 
liebig getoöl^Ite |)ofitiöe Qa% unb gerabe barin Hegt ba^ SBefen ber 
SimeSbesiel^ung, ba§ w jeben berlangten ®rab öon S^^^^^it fd^tie^^ 
lid^ errei^t unb bel^ält. 

SBir tootten unS einen SBeobad^ter uorfteHen, ber imftanbe ift, jloei 
5ßunlte ber ßal^Ienlinie, bie um melir afö e tjoneinanber entfernt finb, 
ju unterfd^eiben, todl^renb jtoei fünfte, bie eine Heinere Entfernung 
al§ £ ^aben, für il^n nid^t mel^r unterfdEieibbar fein fotten. ge fleiner 
ber „Sd^toellentoert" e ift, befto genauer ober feiner arbeitet ber ^t^ 
obad^ter. SSenn ein fold^er S^eobad^ter ben ^;j5unft u betrad^tet^ toal^renb 
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btejcr bie golge u^,u^,u^, ,,. burd^Iaufenb nod^ u lonöcrgtert, fo 
toirb fd^ticBIid^ u nid^t ntel^r öon u untcrfd^eibbar fein, b. 1^. bcr 35cs= 
oBad^ter lüirb fagen: „«^ faßt jefet mit u äufammen unb gel^t nid^t 
ntc^r öon ber ©teile u fort". $ffiie fein ani) ber SSeoBad^ter arbeitet, 
b. 1^. voxt Hein ber ©d^mettentoert b bei il^m aud^ fein mag, immer 
tt)irb er fd^Iie^Iid^ jene 8lu§fage mad^en muffen. 

SBenn u nad^ u fonöergiert, inbem c§ bie golge ^i, %, w^, . .. 
bnrd^Iäuft, fo fönnen toir fagen: % ift ber erfte, u^ ber gtoeite, u^ ber 
britte SBert, ben u annimmt, nfto. 2)er ©renjtoert n ift bann ge^; 
toiffermafeen ber unenblid^fte SBert öon u. ®iefer Stu^brndf ift aber 
nic^t üblid^, ebenfotoenig ber SlugbrndE „Ie|ter SSSert öon «*", ber bei 
SRemton unb ben Scrnouni^ öorlommt. 

aWan f^jrid^t öon einem ©renjübergang (fibergang jur (Srenje, 
b. ^. Übergang jum ©renjtoert), toenn man eine Seränberlid^e u nad^ 
einem ©renjloert u lonöergieren löfet, menn alfo u eine golge u^fU^, 
u^, ... mit bem ©renjtoert u burd^Iauft. 2)er ®ren jübergang f ann 
ate eine D|)eration betrad^tet toerben, bie auf u angettjanbt u liefert. 
SKan nennt biefe Operation bie StmeSD|ietatiDn. Sie mirb bur^ 
ba§ Symbol lim auSgebrücEt. 

§ 9. 51« ^ÄUptfäi^t Ux (6xt^imx\xtißm%. 
1. @a^ l. 9lu^ 

linii* = 0, lim«;=BO 

folgt ^ ^ 

lim (t* + «^) =■ , 

b. % toenn u^, u^, ««g, ... unb v^^ v^, ^8/ ••• SRuHfoIgen^) finb, fo 
ift aud^ «^1 + ^1, ^2 + ^;2, «3 + t^s, . . . eine Sluttfolge. 

®^ !ommt barauf an ju geigen, ba^ in jeber Umgebung (—«, s) 
ber SRulI faft alle u^ + v^ entl^alten finb. 3lun liegen aber faft äße 

^n J^if^cn — -|- unb -| , ebenfo faft allet;„. 9Kfo gelten faft immer ^) 



2 --"^ 2 

bie Ungleid^ungen 



e 
2^ 



e £ 

-~<V <- 



hjorauf burd^ 2lbbition folgt: 

1) @ine SfluHfolgc ift eine fjotge mit bem ©tenjtoert Sfluttt 

2) b. ^t für faft aK^ SB^Tte beS ^[ttb^j: ?i. 
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2. @Q^ 2. aug liin«>=;0 folgt, tücnn c eine fionftantc^) 
ift, lim (cw) « 0, b. ^. tücnn «r^, w,, trj, . . . eine 5RuttfoIge tft, fo ift 
anä^ cw^, cw^, cw^^ .. . eine fold^e. 

Sin Satte c ==• trifft bie§ ju, »eil bie Solge bann überl^oupt au^ 
lauter Slutten beftel^t. SP ^ ^on Slutt berfd^ieben, fo ntufe man folgen:: 

bermafeen fd^fte^en. gaft attc w^ liegen ^hjifd^cn unb - , alfo 

faft atte cw^ jttJifd^en — £ unb £. 

SeraDgemcincrund. SSenn \t\,lc^, ... eine Befd^ränfte Sal^Ien- 
folge, alfo ganj in einem gnteröatt {a, b) entl^alten ift, fo liegt h^iv^ 
jtoifd^en aw^ unb hw^. 3ft wun iv^, w^^w^, ,., eine SRuttfoIge, fo 
finb nad^ bem obigen ©a^e aud^ aw^f aw^, aw^, ... unb hw^, hw^, 
hw^, ... Stuttfolgen. SBir lönnen l^ier nun bie SJemerhtng 6 aud § 4 
anioenben unb f(|lie§en, bafe aud^ \w^, T^w^^Kw^f ... eine Sluö* 
folge ift. S)amit l^aben tt)ir folgenbe SSerattgemeinerung be^ ©afee^ 2 
gewonnen: 

®a^ 2*. SBenn lim«; = ift unb Ic jtt)ifd6en enblid^en 
®renjen bleibt^), fo ift aud^ lim {hw)^0. 

3. Semertung. 2)ie SluSfagenlim w«u unb lim (w — u) = 
finb gleid^bebeutenb, b. 1^. loenn bie Solge %, u^, u^, ... ben 
(Sreujtoertu ^at, fo l^at bie Solge Wi — u, w» — u, Wg — u, ... ben 
©renjwert Stutt unb umgelc^rt. 

2lu§ 

U — £<W^<U + £ 

folgt namlid^ 

— £<W„— U<f 

unb um gefeiert. äRan lann aud^ fagen lim t* = u unb lim (u — w) «= 
finb gteid^bebeutenb. 

4. @ten}tiieirt einet @ttitiitte. 2lui^ lim^^u, limt; = b folgt 
lim (u + v)^u + \). Q^ ift mit anbcrn SBorten 

lim (u-\-v) = lim u + lim v, 

i.f). ber®renjtoert berSumme gleid^ ber ©ummeberÄreui* 
werte. 
5Rad^ ber Semerlung in Str. 3 genügt e^ ju jeigen, ba§ 

lim (w + «? -- u — b) = 
ift. 2lu§ 

lim (w — u) ==» 0, lim (v — b) =« 

1) (Sine Äonftante bel^fift immer benfelben SBert. 

2) D. ^. eine bejc^Tänfte 3<t^MoIfle burd^Iäuft. 
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folgt aber nac^ @a^ 1 

lim (w — u + 1; — ö) = lim (t* + ^ — U — t)) = 0. 

5. ®rtn)liiett eines ißrobtttteS. 9lud lim te » u, lim t; » t> folgt 
lim (wt;) = uö. @^ ift mit anbern SBorten 

lim (u'v) = lim u • lim v, 

b. ^. ber @(ren}toert be^ $robu!tei^ gleid^ beut $robuIt ber 
©renjtücrte. 
@$ genügt ju jeigen, ba^ 

lim (wv — nt)) = 
ift. Sinn lann man aber fd^retben 

uv — n\) = u(v — t)) + \)(u — u). 

2lu§ lim (w — n) = unb lim (t? — b) == folgt bann 

lim {w(v — t))} = 0, lim {t)(u — n)]^0. 

3m jtt)eitcn gaOe ftfifet man ficft anf @a| 2, im erftcn anf ©a^ 2* 
toobei man bcnufeen mug, bafe t* jlotfd&en enblid^en ®renjen bleibt, 
tt)eil e« eine fonöergentc B^^^^ttfolge burd^Iäuft nnb eine folc^e ftets 
befc^rönft ift. 

5ttng ben betben legten Slelattonen ergibt fid^ toeiter mit ^ilfc beiS 
@a$ed 1 

lim [u{v — t)) + t){u — n)] = lim (uv — nö) = 0. 

93enn man v gleich einer fionftanten c fe^t, fo gel^t ber obige @a| 
in folgenben über: ?lni8 1imM = n folgt, toennc eine ftonftante 
ift, lim (cw) = cn. 

3ni5befonbere ift alfo lim (— w) ==• — n. ^Bereinigt man biefe^ ®r* 
gebniö mit ©a^ 1, fo finbet man, bafe ani5 lim w = n, lim t; =« ö folgt 
lim (i; — w)==ö — n, baß alfo ber (Srengtoert ber S)ifferenj 
gleid^ ber ©ifferenj ber ©renjttjerte ift. 3Ran l^at in ber Xat 

lim (v — m) = lim v + lim ( — m) = tJ — n. 

6. ®ten}tiiert eines Onotienten. Sind lim t^=»n folgt, menn 
u ni6)t gteid^ 3lviU ift, lim (1 : w) = 1 : u. 

3n ber lat ift i i i , 

= — (u — u), 

nnb man !ann bal^er nad^ Safe 2 * anS lim (u — w) « folgern 

lim f — (n — w) ) «= lim ( ) = 0. 
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$Rur inu§ man fid^ nod^ öcrgetotffcm, boß ber Sültor 1 :wu jlüifd^cn 
cnblid^en ©rcnjcn bleibt. SRcl^men tütr an, bafe w beim (Srenjübers^ 
gang bic Solgc u^,u^,u^, .. burcfiläuft^). Dann toäre jn ieigcn, bafe 
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eine befc^ränlte gal^tenfolge ift. Sinn Hegen in jeber Umgebung öon 
u faft atte w„, alfo j. S9. oud^ in bem S^tcröaU 

/ 1 3 \ 

beffen HRitte u ift. gaft aße Cluotienten l:w„u werben bal^er in 
bem Snteröatt 2 

entl^oÜen fein. 5Rnr eine enblid^e Sttnjal^t fold^er Quotienten mirb bie§ 
nid^t tun. SDarauS erlennt man, ba§ fie ficfi alle in ein gnteröall 
(a, h) einfd^Iielen laffen. 

9luö limM==u, limv = 'D folgt, toenn u nid^t gleid^ SRuH ift, 
lim (v:u)^t): u. ®§ ift mit anbeten SBorten 

, . / v\ lim V 

\u/ lim u ' 

b. 1^. ber ©renjtüert be§ Duotienten gleid^ bem Duoticnten 
ber ©rcnätoerte, öorauggefefet, ba§ ber ©renjtoert im 5Renner t)on 
SRutt öerfd^teben ift. SDlan ^at in ber lat 

lim V =^t), lim ( -) = — , 

folglid^ nad^ Str. 5 

lim (v — ) = lim { — ) = • 

7. ©tenjtiiert etttf» atfoluten Setraged. 2ln§ lim w = u folgt*) 
lim U ] «= I u !. ®§ ift mit anbem SBorten 

lim I ** j = I lim u | , 

b. f). ber ®rengtt)ert be§ abfoluten SetrageS gleid^ bem ab^ 
foluten Setrage be§ ©renjwcrtg. 



1) 9Bir fe|en öoranS, hai olle u„ öon ^nU öcrjd^teben ftnb. 

2) Wlxt \a\ beaeid^net man nad^ Söeierftrag bcn abjoluten 95ettog ber 
gal^l ß. ®i3 ijt alfo a| =^a, ^enn ap>0^ ^nb \a\ ^ — a, ^^ti|i a<;o. 
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u burd^Iaufc bei bcm OrenjuBcrgang bte golgc Wi , % , % r . • . • 3ft 

u>0, fo ftnb faft aKc u <)ofttit), toeil fic faft alle jttjtfd^en — u unb 

- u liegen, unb man ^t ba^er faft immer \u^\= w„. 3laä) einer cnb^ 

fidlen Slnjal^I öon ©treid^ungen ftnb alfo bte golgen | u^ \, l^^ , [t^s |r • . . 
unb Wir %f «8, . . . ibentifd^. SDlitl^in ^aben (ügl. § 4) beibe ben ®renj^ 
ft)ert u = I u |. 3^ Satte u < ftnb bie fjolgen | ^i |, ! ?.'a U ^3 > • • • 
uub — t«i, — «2/ ""%' ••• ^^^ ^i"^^ enbli(f)en Slnjal^I öon ©trcid^^ 
ungen ibentifd^. äKitl^in l^aben beibe ben ©reujttjert — u = | u |. ®i^ 
bleibt nur no4 ber gatt u = übrig. 3" bicfem gatte l^aben %, w^, 
W3 , . . unb — «1 ,—%,—%,.. . beibe ben ^renjwert SRutt. 3)a<Jfetbe 
gilt bal^er öon bcr golge Ui, —u^,u^,—if2,u^, —u^, ... (ögl. § 4). 
^ieröon tft | Wj [ J Wg |, 1 Wg ', . . . eine leitfofge. ^tht letlfolge einer 
lonöergenten golge l^at aber benfelben (Srenjwert ttjie biefe (ögl. § 4). 
8. ®ren}ttkergang kei Unglcif^ungen. Sftlimw = u, limt; = t) 
unb gilt immer bie Unglcid^ung u^v, fo fann man fd^Iiefeen, bafe 
u<t) ift, b. I|. au^ u^v folgt lim w ^ lim t;. 35a v — u'^0 ift, 
fo fann ber ©renjnjert tjon v — u unmöglid^ negatiö fein. Um eine 
negatiöe 8af)i laffen fid^ namlid^ Umgebungen lonftruicren, bie nur 
negatioe S^^tn enthalten. ®^ ift alfo 

lim (y — i*) = t) — u ^ 0. 

3um ©d^Iu^ fei nod^ bcmerlt, ba^ bit @a|e in Str. 4 unb 5 für 
jcbe enblid^e änjal^t öon ©ummanben i^to. gaftoren gelten. 3ft 

lim u = n, lim v = t), lim w=^tO 

fo ^at man , 

lim (u-\-v-\'w)^ lim [u-\- (v -{-w)] 
= lim u + lim (v -}-w)'=^ lim u -{- lim v + litn tc 

unb 

lim (uvw) = lim { u • (t?w?) } = lim u • lim (^vto) 
^ ^ ^ ^ .^. = lim u • lim t; • lim w. 

3n«be|onbere ift 

lim (w*) = (lim u)^, lim (w*) = (lim w)* ufttJ. 

§ 10. ^infmismtxtt ül$ 9xtn}mtxtt wn ^txlfnl%tn. 

S33ir motten jefet nod6 einmal ju bem Segriff ^äufunggmert jurüdE^ 
feieren, ber ben 9lu§gang§punft unferer ganjen Setrad^tungen bübete. 
1^ ift ein ^dufung^mert ber gal^tenf o(ge u^,u^,u^, ,.., totnn in jeber 
Umgebung öon 1^ un^nbUd^tJiete^li^ber biefergolge entl^altcn finb. 



@Ä fei jcfet u/ ba8 crftc ®Ucb bcr Solge, ba« in bcm Sntcröaü 
(^-1,^ + 1), < bog jiocitc ®Kcb, ba« in (^ - ] , ^ + i-), < 

bag brittc ®Iicb, boö in (^ — y, !&+ 3) unb attgcmcin u^ bog 

wstc ®Heb, bag in ( 1^ — - , ^"^W ^^t^^Iten ift. @g gibt ein w^tcS 

®Iicb bicf er Art , »eil unenblid^biele ©lieber ber golge in \h , 

^ -{ — ) liegen. S33enn ber Sefer bie Sa^e genan überlegt, toirb er 

bcmerfen, bafe u^, u^', u^\.. eine leilfolgc üon Wi, %, Wg, . . . ift^ 
b. )), ba§ u^ in Wj, Wj, t/j, . . . fpäter oö u^' fommt, ebenfo w/ f^)dter 
ate Wg' uftt). ©urd^lauft nun n bie Solge l , 2, 3, . . . , f lüirb 

lim(l :w)=«0, 

weil offenbar in jeber Umgebung öon SRutt faft alle ©lieber ber golge 

1, y, "s ' • • ' entgölten finb. 1^ — unb 1^ H — fonbergiercn fomit 

beibe nac^ l), unb ba^felbe gilt bon w^', hjcld^eg jtoifd^en il)nen liegt. 
l| ift alfo ber ©renjmert ber golge %', w,', Wg', ...,b. ^. jeber^äu^ 
fungSlüert läfet fi(^ als ©renjlocrt einer Seilfolge bctrad^s^ 
ten. 3ft umgelel^rt w/, w,', «g', . . . irgenbeine lonbergente Zeitfolge 
bon Wj, «2, %, . . V fo ift i^r (Srenjtoert ein $5ufung«tocrt bon u^, 
% r % f . . • ; benn in jeber Umgebung bon il^m liegen faft alle w/, alfo 
jebenfallg unenblid^biele w„. 

§ 11. (Sr9per unli hlmjt^r ^Sufung^miert tmx befi^rStthten 

3a^ltnf0l$]e« 

SSäir wollen je^t nod^ eine fleine Setrad^tung über befd^rdnfte ßa^lens^ 
folgen aufteilen, ©ie foH jugleid^ baju bienen, ben Sefer in ber ipanb^ 
^abung ber ertoorbenen Segriffe ju üben. Wj , Wj, Wg, . . . fei eine bcs^ 
fd^ränfte 3ö^lcnfolge, b. ^. e« fei ftetiJ a<u^<h. 

SBenn bie gal^l a bon unenblid^oiclen w„ übertroffen toirb, bie Sö^^l ß 
bagegen nid^t, fo tooHen wir {a, ß) ein auSgejei(!^netel5 3uterbalt 
nennen. SP y bie SRitte bon (cc, ß) , f gibt e8 jwei SKöglid^f eiten : 

y wirb bon unenblid^bielen u^ übertroffen. ®ann ift offenbar {a, y) 
fein ouggeieid^neteg SnterbaH wol^l aber (y, ß). 

y wirb nici^t bon unenblit^bielen u^ übertroffen. 3)ann ift offenbar 
(a, y) ein auggc^eid^neteS gnterball, (y, ß) aber nid^t. 

SD'^an fie^t; bag ein auSgejeid^netei^ S^terbatl eine unb 
nur eine ou^ge^eid^nete ^ölfte l^at 
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Offenbar ift nun (a^, &i) ein au^gejcid^nete^ 3ntert)aH. a toitb in 
ber %ai t)on unenblid^öielen w„ übertroffen (namlid^ öon allen) unb 
h nic^t (namlic^ überhaupt üon leincm t*J. ®^ gibt ba^cr in (a, 6) 
eine au^gejeid^nete $älf te (a^ , h^), (Sbenfo gibt eg aber in (%, hj) tim 
au^gejei^nete ^alfte (o^, b^), in (cra, ^2) eine ouggejeid^nete |)älfte 
(ag, 63) ^?f- SBir erhalten alfo eine Solge uon au^gejeid^neten S^ter^ 

Sie l^at bic ©igentümtid^feit, bafe immer (a,+i, &„^.i) eine^älfte bon 
(a„, 6j ift. S38ir l^aben e^l^ieralfo mit einem ©a| bon3nteröanen 
ju tun (bgl. § 6), unb^toar rebujiert fid^ ba« OrenjinterbaH (Ä, B) 
biefei^ ©a^ed auf einen $unli (£d ift nämUd^ 

, h — a 

unb bal^er offenbar 

Slnbererfeitg l^at man (no(^ § 9, 3h:. 5) 

lim (b^ — a^) = lim \ — lim a^^ B — Ä, 

®i ift atf Ä^B, 

Sonftruiert man nun um Ä eine Umgebung (Ä—s, Ä + e), fo 
ift bei genttgenb großem n ba« S^terball [a^, hj ganj in i^r enttialten. 
3)a a^ öon unenblid^bielen u^ übertroffen loirb, b„ aber nid^t, f liegen 
in (Ä — e, Ä + e) unenbüd^biefe w„. SDarauS fe^en toir, baß Ä ein 
^äufungi^ttjert bon ^i, w,, Wj, . . . ift. S)a J. + f, ebenfo loie 6„, nur 
Don enbßd^bielen u^ übertroffen toirb, fo lann e^ feinen ^äufungd^ 
toert Ä' geben, ber größer aU Ä ift. Um ba^ gu erfennen, braucht 
man nur s f ju berffeincm, baß bie gnteroalle (Ä — e, A + b) unb 
{Ä' — 6, Ä' + s) ganj auiJeinanberliegen. 3)ann gibt ei^ in bem jloeiten 
Snterbatt nur cnblid^bielc w^, toeil A + s nur bon enbüd^oieten u^ 
übertroffen wirb. @« !ann ba^er A' fein ^öufung^mert fein. A ift 
fomit ber größte ^äufungsmert ber Solgei^i, u^, u^, — (Sang 
ä^nlid^ überzeugt man fid^ bon ber (S^iftenj eined fteinften $du^ 
fung^tocrteiJ. Unter ben ^öufungi^loerten einer befd^ränl^? 
ten 3^^I^i^fot9^ fli^t ed atfo einen größten unb einen 
fteinften. 

SBenn biefe beiben außerften ^äufungStoerte sufammenfatten, fo 
liegt eine befd^ränfte 3<^^^^nfoIge mit einem einzigen ^aufungdtoerte 
bor. J)ag ift aber, toie loir toiffen (bgt § 4), eine fontjergente S<^f)Unf 
folge, unb ber $äufungdti)ert ift i^r ®rengtoert. 
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QxotiUS fiapitcl. 
§ 12. Vtx&nhtxüiit atnH Ihn^mttn. 

Eine SScränberlic^e (Variable) ift eine ®rö§e, bie üerfd^iebcne 
SSerte annimmt, eine Sonftante bagegen eine ®röge, bie i^ren äBert 
nid^t anbert. @o finb j. 93. @rö|e nnb ©etoic^t eined l^erantuad^fen^ 
ben 3J{enfc^en SSerdnberltc^e , 9Reter unb Kilogramm, mit benen tvix 
jene meffen, föonjianten. 8luc^ bie feit einem bcftimmten ßeitpunft 
öerfloffene 3»^it ift eine SSeranbertid^e, toä^renb bie ©efunbe, mit ber 
tt)ir fie meffen, eine ^onftante ift. 

§ 13. ßtnktwntn mtx VtxSv3^ttüiitn* 

y ^ei^t eine gnnition ber SSerönberlid^cn x, »enn ju 
iebem SBert öon x ein SBert öon y gehört. Sejeid^nen mir }. 85. 
mit X bag genaue ßebenSalter eined SRenfc^en, mit y bie ©röfee (ober 
bag ©croic^t) bicfeg SDlenfd^en im Sllter x, fo gehört offenbar ju jebem 
SBert oon x ein SBert oon y. ®rö§e nnb ©ewid^t eine^ aWenfd^cn finb 
alfo gunitionen feinet Siliert. 

änbcre 89eifpiele für gunttionen finb folgenbe: 

Oberfläche nnb S^tialt einer Äuget finb gunftionen i^re^ 8labiui5. 

J)ie ©nbgeft^minbigleit eineö fattenben Äörperg ift eine gunition 
ber gaa^ö^e. 

2)ag SSoIumen einer ®aSmenge ift (bei gegebener Temperatur) eine 
gunition be^ 2)rudeiS. 

SBir empfehlen bem Sefer, loeitere S3eifpiele für gunftionen au3 
Geometrie, $^Qfi! unb Sl^emie felbft l^erau^jufuc^en, um fid^ baburd^ 
ben gunftion^bcgriff möglid^ft Mar ju mad^en. 3)iefer ift nämttd^ ber 
»id^tigfte Segriff ber ^öl^eren SWat^ematif. 

28enn y eine gunition oon x ift, f o nennt man a? bie unabhängige, 
y bie abhängige SSerdnbertic^c. 

Um au^jubrüdEen, bag y eine gunition oon x ift, fd^reibt man 

y = f{x) (b. ^. „y gleich f öon x''.) 

.^at man gteid^jeitig öerfd^iebene gunftionen ju betrachten, fo »enbet 
man bie SSejeid^nungen f{x), g{x), h{x), . . . oitvg>(x),x(x\ t/;(a?), . . . 
an. Sg »erben aKe Sud^ftaben (groge unb Heine) jur SSejeic^nung 
öon gunftionen benuftt. 
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§ 14. ^nktxmtn mn mtl^xtttn ^txünhtxix^tn. 

z Iicigt eine gunition ber beibett SSeränberUt^en ä? unb y^ 
tüenn ju jebcm SBertf^ftem x, y ein SBert üon z gehört. SRon 
nennt x unb y bie unabl^ängigen SSerdnberli^en, z bie ai^ 
l^ängige aSeränberlid^e unb fd^reibt 

' ^ = K«^, y)' 

• 

©inb neben /*(a;, y) nod^ anbere Sunftionen t)on a; unb y ju betrad^^ 
ten, fo nimmt man bei i^nen ftatt f anbere Sud^ftaben. 

®er Sw^cilt eine§ SJedjted^ ift eine gunfj^on ber beiben Seiten. 
®a§ SSoIumen einer ®a§menge ift eine gunftion öon 2)ru(i unb lem^ 
<)eratur. S)er ßefer möge felbft tpeitere S3eif<)ielg bilben. 

3n burd^auS entfpred^enber SBeife befiniert man gunitionen öon 
brei, öier, fünf, . , . SSeränberüd^en. 

§ 15. (Sttmüti^liit JDÄrJieiltttts l^tx $xivik\\^wx. 

SBenn man eine gunftion y==f(x) geometrifd^ barfteßen toitt, fo 
fann man bie Stbbilbung ber S^^knpaaxt auf bie fünfte ber (Sbene 
benu^en. 9Kan fud^t für jeben SBert^) ber unabhängigen SSerönbcp 
litten X ben 5ßunft auf, beffen 8Ibfjiffe gleid^ x unb beffen Drbinate 
gleid^ /*(aj) ift. 2)iefe 5ßunlte bilben eine Sinie ober ® uro e. @ie l^ei^t 
bie Silbluröe ber gunition f{x) unb y^f{x) bie ©leid^ung biefer 
^rüe. Solan fann, toenn bie SBilbfurbe gejei^net ift, an tl^r ablefen, 
»eld^er SBert ber abl^ängigen aJerönberUd^en iebem SBert ber unab- 
l^ängigen entf^irid^t. 

^itt man eine gunftion z => f{x, y) geometrifd^ barftetten, f o lann 
man bie Slbbilbung ber S^^^fetttnpel auf bie fünfte beg SRaumeS be^^ 
nufeen. 3« i^i^^in SBertf^ftem x, y fud^t man ben "^VLnÜ, beffen ffio=^ 
orbinaten ber Sfteil^e nad^ gleich x, y, f{x, y) finb. 3)iefc 5ßunfte bilben 
eine gläd^e, bie Silbfläd^e ber gunftion f{x,y), unb z^f{x,y) 
ift bie ©leid^ung biefer gläd^e. 

©rttJöl^nt fei nod^ bie geometrifd^e Sarftellung eine^ 5J5aareS öon 
gunitionen einer SSeränberüt^en, y = f{x), z = g{x). ^Han erl^ält fie 
baburd^, bafe man für jeben SBert bon x ben $unft auffu^t, beffen 
ßoorbinaten ber SReil^e nad^ gleid^ x, f(x), g{x) finb. 2)iefe 5ßunfte 

1) 3n ber $raji5 muß man \x^ begnügen, bteig für eine Sln^al^I öon 
aj^SBerten auöjufül^ren. ^an er:^ä(t fo eine angenäherte 2)arfteßung ber 
SSilbfuroe. äl^nlid^ei^ gilt für bie SSilbfläd&c üon f{x, y). 
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bilben eine föurüe im Slaum. Sie ift bie ©ilbfuröe bed ^unttiontn^ 
paaxt» f{x\ g{x), 

Solche geometrifc^en Sarftedungen ^pxtUtt anä) in ben 3latnxi^ 
n>iffen(4aften unb in ber Xed^nif eine mic^tige Stode. ®ett)5I|n(id^ legt 
man bie ^oorbinatenac^fen fo, bag fie jneinanber rec^ttoinHig ftnb. 

§ 16. 9t^ tltmtniaxtn ^nkihntn rirvtx ^txär^txli^tn. 

Die «i^te 5ßotenj öon x (w eine Jjofitiöe gange Saf)i) ift offenbar 

ein( Sunitton t)on x*^ benn jn jebem SSert x gehört ein ganj beftintnt^ 

ter SBert tjon rr*". SBenn «o^ ^i^ • • ^m Äonftanten üorfteUen, fo ift 

auc^ 

a^x^+h^x'^-^ + '-' + a^^^x + a^ 

eine gfunltion t)on a;. (Sine fold^e Sunition ^ei§t, teenn % nic^t nuQ 
ift, eine gange rationale gfnnltion m^ten ®rabei$. @ine gange 
rationale gunftion O^^ten ®rabe8 ift eine Konftante, i^re Silbhirüe 
eine 5ßarotteIe gnt ir^Sld^fe. S)ie Silbhtrüe^) einer gangen rationalen 
gunftion erften ®rabei5 ift eine gerabeSinie. 3)ie Silblnroe einer 
gangen rationalen gunftion gn^eiten ®rabed ift eine ^arabel, eine 
^urüe, bie ber Sefer t)on ber ©c^ule l^er lennen mirb. @ie beftel^t oud 
aßen fünften, bie öon einer feften ®eraben (ber Seitlinie) unb einem 
feften $unft (bem SSrennpunft) gleich meit entfernt finb. 

(Sin Quotient au§ gtoei gangen rationalen gunitionen, alfo ein %u^^ 
brudt öon ber gorm 

a^a;"* + aja;"*"^ + • • ; + ««-!« + JJm 
fto^j" + &ia;"""' +"• • • + &n-iÄ + &„ 

mirb ofö rationale gunition begeid^nct. ffiinen ©t)egialfatt baton 
bitben bie gangen rationalen gunftionen. 

3u ben elementaren gunftionen red^net man aud^ bie(S£))onentiaI^ 
funftion a*, »obei a eine pofitioe Äonftante bebeutet, ferner bie 
gunftion Sogaritl^mu^. gu jebem pofitiüen x gel^ört ein y berart, 
ba§ a^=-x ift*). y l^eifet ber Sogaritl^mu^ üon x gur »afiö a unb 
loirb ""logx gefd^rieben. S)ie gebräud^Iid^en Sogarit^mentafeln be^ 
gießen fid^ auf bie SSaft« 10. »er Sefer möge oerfud^en bie 83ilb=» 
furoen üon a* unb ''logx für ben gatt a — 10 gu geid^nen. 

1) SBir legen immer ein red^tiotnfUgeS ^td^fcnf^ftem gu Orunbe. 3)er 
Sefer geid^nc g. SB. bie ^ilbhiroen oon t/ = 3a;+ 4, y««*. inbem er 
aRtttimeter:pa^tcr benuftt. 

2) a ift ^ofitiö, barf aber nid^t gleld^ l fem. 
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hiermit ftnb bie elementaren t^unftionen noäf nic^t erf(^ö))ft. 8et)or 
toxx tDetterge^en, muffen toir einiget über bie SSogenmeffungen fagen. 

Setrad^ten loir ein red^tminlligeS Sc^fenf^ftem. SBenn tpir bie 
aji^Äd^fe um einen redeten SBinlel breiten, fo toirb fie mit ber yMä^\t 
ittfammenfaüen, unb menn toir in geeignetem @inn gebrel^t l^aben, tuer^ 
ben aud^ bie ))ofitit>en Stid^tungen ber Sld^fen pfammenfaOen. tiefer 
5£)re]^ttngd{tnn; ber in gfig. 9 burc^ einen ^feil angebeutet ift, foQ ber 
^ofitit)e l^eigen, ber anbere ber negatit)e. SBir tooUtn ie^t nm ben 
S(nfangi^))unlt einen Sbctx^ befc^reiben, beffen Stabiui^ bie Sangenein^: 
i^eit ift. 3Ran nennt il^n ben Sinl^eit^IreiS. (Sx 
fd^neibet auf ber ))ofitit)en xf^ä)\t einen $unft Ä 
aud. 2)er $unlt A lärm fid^ auf bem Sinl^eitdtreii^ 
in }tt)ei t>erfd^iebenen Seifen betpegen. Sßenn ber 
Stabiu^ OÄ fid^ in ))i)fUtk)em @inn brel^t, fo fagen 
toxx, ba§ Ä fid^ auf bem fireife in ^jofititjem Sinne 
betoegt, anbernfatts in negativem Sinne. 

S5ef treibt ber 5ßunlt Ä, toöl^renb er fid^ in 
pofitiöcm Sinne betoegt, ein SogenftfldE öon ber ^^' ** 

Sänge a, fo fagen toir, ba§ er ben Sogen a jurüdEgelegt l^at; be«« 
fd^reibt Ä, toäl^renb er fid^ in negatiöcm Sinne beioegt, ein Sogen* 
ftüdf öon ber Sänge a, fo fagen loir, ba§ er ben Sogen — « jurücfs^ 
gelegt l^at. 

9lad^ btefen Vorbereitungen ift e§ leidet, bie beiben Sfunftionen So^ 
finuS unb Sinn 3, bie ber Sefer au§ ber Trigonometrie fennt, ju 
befinieren. 3ft ^ gegeben, fo laffen toir ben 5ßunlt Ä, ben loir oben 
eingeführt l^aben, ft^ fo betoegen, ba6 er ben Sogen x jurüdtlegt. @r 
gelange baburd^ nad^ P. 3)ie Slbfjiffe öon P nennen toir cos x (fto» 
^nud x), bie Drbinate sin x (Sinnig x). &^ ift alfo 




OX = cosoj, 0Y=^ sinrc. 

9(ud ber Srigur entnimmt man fofort bie 3ieIation 

cos*a; + sin^ic=l. 

Son groger SBic^tigleit finb bie beiben folgenben Sormeln: 
cos (x + x) =» cosaj cosa:' — sina; sina?', 
sin (x + x) — sinrc cosa?' + coso? sinic', 

bie in ber (Elementarmatl^ematil betoiefen toerben. 

coso; unb sino; gel^ören ju ben trigonometrifd^en Sunt tionen. 
Sluger biefen beiben ertoäl^nen mir nod^ bie trigonometrifc^en Sun{^ 

%!9M& l97:ftotoaIeto8li, ^nfintteflmalrec^nimg. 2. 9ufl. 3 
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ttonen tgx (Zanqtn^x) unb coto; (Sotangendo;), toelc^e in folgenber 
SBeifc bcftniert finb : 

sino; . coBX 

tff a? = , cot X =» — — • 

SBir em|)f eitlen bem Sefer bie 93tlblurt)en ))on coso;, sino?, tgo;, 
coto; }U jetd^nen. 

Sd feilten in ber Slufj&l^Iung bet elementaren gunltionen noc^ bie 
fogenannten j^IIometrifclen jiunttiontn. SBenn x gegeben tft, fo 
gibt t^, faß« a; jtoifd^en ben ®renjen — 1 nnb + 1 liegt, immer 
itoifd^en unb n einen Sogen, beffen Softnud gleid^ x ift. S^n be- 
{eignet man mit arc cos x (Slrln^Iofinud x, b. f). Sogen mit bem ^o^ 

finug rr). ©benfo gibt t^ jtoifd^cn — ^ «nb — einen Sogen, beffen 

@inud gleid^ x ift. 3^n nennt man arc sino; (SrIudftnuiSa;, b. 1^. Sogen 
mit bem ©inu^o;). ^n dl^ntid^er 93eife ttnxb arc tgx (SCrbtiStangendx) 

befiniert afö ber Sogen jloifd^en — ^ »^^ fr l^^ff^*^ langen« gleid^ 

X ift) unb arc coto; (8lrIu«Iotangen«tc) aU ber Sogen jtoifd^en unb 
n, beffen Rotaugen« gleich x ift). Sei arc tgx unb arc coto; borf x 
aÖe SBerte annehmen, toäl^renb bei arc cosa; unb arc sino; ba« x auf 
bie SBcrte jtoifd^en — 1 unb + 1 (biefe eingefd^Io^en) befc^rdnlt 
toar. 

3lud^ biejenigen gunftionen, bie ftd^ cai^ einer enblid^en Slnjal^I 
elementarer Munitionen }ufammenfe|en laffen, loie j. S. cos {ax + h), 
log (sin^rc) unb bgL, nennt man elementare gunitionen. 

§ 17. JDer IDtferenjempurtient »oit f{x). 

y fei eine gunftion öon x, alfo y =- /"(rc). Srteilen toir bem x einen 
<)ofitiüen ober negatiüen ^ViXoai^^ Ax = h, \o öertoanbelt fid^ f(x) 
in f(x + ä) unb y erfäl^rt alfo ben ßuload^« 

Ay^f(x + h)--f(x). 

Sen Quotienten au« bem 3^^^^^ ^^^ ^ i^^^ i^^iit 3^^^^^^ o^n 
fl?, alfo ben Srud& 

Aa;"" 7k ' 

bejeid^net man al« ben 2)ifferenienquotienten Don f{x). Um il^n 
ju bilben, rnn^ man alfo burd^ ben ßutoad^« Aa; ber unabhängigen 
Seranberlid^en ben entfpred^enben Sntoaäß Ay ber abl^öngigen 
Seränberlid^en bii^ibieren. 
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Sfig. 10. 



3>er 3)ifferenienquotient ffat eine einfädle geometrifd^e Sebeutung. 
3n gtg. 10 ift bic SBttblum öon /(a:) gejcid&net. P unb ^ finb bie 
^r))en))ttn{te, bie ben äBerten x unb x + h entf))red^en. Sie Selante 
P© bittet mit ber })ofttiöett x^^^iif^e einen SBinlel, ber in ber Sigur 
mit (p bejeid^net ift. PB ift namK(^ JfaxaUtl jur xMd)\t gejogen. 
Setra^tet man nun bad red^tminHige 2)reiedE Pi^Q, fo fi^t man, 

ift. tg9 ))f(egt man bie Sfiid^tungSlonftante 
ber ®eraben PQ ju nennen, ffi« ift alfo ber 
S)ifferen}enquotient gleid^ ber Stid^^ 
tnngdlonftanten ber @elante PQ. 

9Ran lann ben S)ifferenjenqnotienten nod^ 
anf eine anbere SBeife beuten. SBir moSen x 
afö bie t)on einem befHmmten Slnfang gerec^^ 
nete S^t betrad^ten unb un^ bann einen 5ßunft beulen, ber fid^ fo auf 
ber 3tt^I^itItnie ben^egt, ba^ er jur 3cit ^ immer mit bem 93ilb^unlt 
ber 3a]^t f{x), ober, hirj gefagt, bem $unlt f{x) jufammenfattt SBäl^^ 
renb be^ gettinteröattiS {x, x-\-h) ift er t)on f{x) nad^ f{x + h) ge^ 
langt ^ätteerfid^ toäl^reub bicfer Seit gleid^förmig bewegt, fo »äre 
baju bie ®efd^U)inbigIeit (9Beg burd^ 3^it) 

f{x + h)^^f{x) 
h 

ndtig gemefen. S)iefe ©efd^minbigleit nennt man bie mittlere ®e^ 
fd^toinbigleit be« 5ßunlte3 toäl^renb bei^ ßeitintertjatt« (oj, x+h). 
Sie ift, wie man fielet, gleid^ bem Differeuienquotienten. 

§ 18. fliie 3Uirbltttnj x^m f{x). 

SBir woQen je^t h nac^ 9luII tont)ergieren laffen. h foK alfo irgenb 
eine Sfolge h^, h^, Z»«, . . . mit bem (Srenstoert 9tuII burc^(aufen^). @i^ 
lann fein, ba^ babei ber S^ifferenjenquotient immer einem unb bem^ 
felben (Srenjwert g juftrebt, ba^ man alfo immer 

l^at, wenn limÄ =- ift. 3« biefem SaHe fagt man, ba§ f{x) an ber 
Stelle X eine Kfeleitung befi^t unb biefe Slbleitung gleid^ g ift. 

1) ^Ile hn muffen t)on 9htU tjerfd^ieben fein. (SiS genügt übrigeniS mo« 
HO tone grolgen ^u bettad^ten (t)gt. § 7). 

8» 
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30 gtpetteg Kapitel: 3)tffetentialred&nttn8 

2Slatt bejcid^nct bic Stblcitung, um il^rc Sejic^ung ju y « f(x) %tt^ 
öortrcten ju loffcn, mit y ober f{x). ®iJ ift atfo 

^'(^) =iün /-C^ + ^^-ZC^) ^ (limÄ==.0) 

b. 1^. bie SlBIettung ift ber ©rengtpert bed Differeitgenquo^ 
tienten für nad^ StuII lonk^ergierenbeiS ^. 

SBcnn bie Ableitung f{x) ejifticrt, lonöergiert Ay glcid^geitig mit 
Are nac^ Siutt.O ®« ift nömli^ 

SBenn nun /\x nad^ 3luII lonbergicrt, fo loirb (ögl § 9, 9lr. 5) 

Hm Ay = lim (^) . lim Are = /^(a?) • - 0. 

Z!^ unb Ay fonöergieren atfo beibe nac^ SRutt unb babei ftrebt il^r 
Duotient Ay : Aa? bem ©renjtoert /'(a;) ju. ©al^cr nennt SRc^ton 

f{x) bic „ultima ratio incrementormn evanescentium" (bai^Ie^te 

SScrl^ältniS ber öerfd^toinbenben ^nlx txatixit). Um SRetoton 
richtig ju üerftel^en, ftette fid^ ber Sefer öor, ba§ in Sig- 10 ber 5Punlt 
Q auf ber ^uroe nad^ P l^inrüdft. ®erabe in bem SlugenbKdt, »o er 
mit P jufommenfattt, toirb ba^ SSerl^öttniiJ Ay : Arr gebilbet unb baS 
ift bann bie Slbteitung f\x). SDie Ableitung ift alfo ba§ »crl^oltni^ 
berSröfeen Ayunb Arr gerabe in bem Slugenblidf, too fie aufhören 
jufein. 5Rcn)ton]^at nod^ eineanbere ©rfförung ber Ableitung. SSenn 
ber $unlt P auf ber ^rt)e fortjurädten beginnt unb man bilbet ge« 
rabe in bem Slugenblicf, loo er bie ©teile P öcrKjjt, bag Scrl^ältni^ 
Ay : Are, fo ift e§ bie Stbleitung /^(rr). @ie erfd^eint ^ier afö ba« erftc 
SSerl^ältnig ber eben entftel^enben 3nlremcnte (prima ratio 
incrementorum modo nascentium). ^ier loerbeu alfo bie 3nlrcmettte 
in bem 9(ugenbUdE betrad^tet, mo fie anfangen ju fein. Slemton 
fül^Ite fetbft, baß in biefen Gegriffen „prima ratio" unb „ultima ratio" 
eine ©d^toierigfeit fledft. Sür uniJ lommt nur ber itoeite Segriff in 
t$rage; unb toir fönnen i^m eine mobeme S^^ffung geben, inbem n^ir 

ftatt „ultima ratio incrementorum evanescentium" fagen „®ren}t)erf 

l^altni^ ber na^ 9lutt fonöcrgierenben S^feemente." 

©benfo »ie ber S)ifferenjenquottent l^at auc^ bic äbteitung eine ein^ 
fad^c geometrifd^e Sebcutung. Sdfet man h nad^ Slutt lonöcrgiercn, 



1) 3)tefe ©tgenjd^aft, bag auiS lim A« = folgt lim Ay = 0, ncntit 
man bie ©tetigfeit. 
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fo lonöergicrt ber 5ßunlt Q na(S) ber Sage P (nömßdö jebc bcr Äoorbis^ 
natcn üott ö «ß^ t>w cntf))rc(6ettben öon P). ®ic ®crabc P^ brcl^t 
fid^ um ben fcften ?ßunft P fo, ba§ il^rc atid^tungSlonftantc bcm ®rcnjs 
tocrt/"(a?) äuftrebt. SRan fagt, bo§ il^re ©rcnjiagc bicjentge ®erabe 
PT ift bcrcn SRid^tunggfonftantc bcn SBert f(x) l^at. (ügt 3tg 10). 
Sicfe (Serabe nennt man bie langentc bcr ^röc im 5ßunftc P. 
äBie ber 2)tfferen5enquottent gleid^ ber fRt^tungdlonftanten einer @e« 
lante toax, fo ift bie Ableitung gleid^ ber 8ii(^tunggIonftantett 
ber langente.^) 

SBenn toir x ate bie Seit betrad^teten unb f(x) aU bie Slbfjiffe 
eine^ auf ber gal^Ienfinie fid^ betoegenben 5(5unfte§, fo toar ber Dif* 
ferenjenquolient gleid^ ber mittleren ©efd^toinbigleit »äl^renb be§ Qtü^ 
interöatti^ (x, x + h). 

SBenn biefe hti mä) ShtÖ lonüergierenbem h einem ©renjtoert ju^ 
ftrebt, fo t)ffegt man i^n atö bie ©efd^loinbigleit be^ ^unfteiJ jur 
Seit X ju bejeid^nen. Sie Ableitung f(x) crfd^eint l^ier alfo 
aH eine ®efd^n)inbigleit. 

§ 19. !Diii$ SItftrtntiitl nmf{x). 

atö 3)ifferential öon f{x) bejeid^net Seibnij ia^ 5ßrobuft au« 
ber SIblettung f (x) unb ber @rö§e h (bem Sntoaä)^ öon x). @r fd^reibt 
bafür df{x). ®« ift alfo 

df{x)^f{x)h. 

SBenn man bie Silblurtje öon f(x) burd^ i^re Tangente im ?ßunltc 
P crfefet, fo ift ber Sntoai)^, ben bie gunition beim fibergange öon 
X in x + h erfal^rt, m6)t mtfjßc fix + ä) — f{x) ober -^/*(a:), f onbem 
f{x)htitttdf{x). Sngig. 10 ift («/"(a?) « i? T, f(a;+Ä)— /•(a;)^!?«. 

85enu|en toir bie anbere S)eutung {x bie Seit unb f{x) bie 8lfc 
fjiffe eine« auf ber Sö^feitKnte fid^ betoegenben fünfte«), fo ift fot- 
genbe« ju fagen: SBenn ber 5ßunft bie ®efd^tt)inbigfeit t{x), bie er 
jur Seit X ^ai, immer l^ätte, fo tofirbe er in bem SeitinterüaQ (xfX-\-h) 
bie ©tredte f{x)h bef(|reiben, nid^t bie ©tredle f{x + h) — f(x), 

2)em Segriff be« 2)ifferentiatö, ber t)on Seibnij l^errül^rt, liegt, 
toie mir feigen, ber ©ebanle jugrunbe, eine Suxtyt in ber Um^ 
gebung eine« $unlte« burd^ eine @erabe ober eine beliebige 
Setoegung in ber Umgebung eine« Stiipuultt^ burd^ eine 
gleid^förmige }u erfe^en. 

1) äBegen biefe« Si^fammenl^ange« nannten Seibnij unb feine Beitge« 
noffen bie ^ifferentialted^nung, bie bie S3eted^nung ber $[bleitungen lel^rt, 
eine „nova methodus tangentium^^ (eine neue Xangentenmetl^obe). 



^ 
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Sie Kbleitung ber grunltion x tft gleich 1, toeil fd^on ber 3)iffe^ 
rcnjenquoticnt ^^'^ ^"^ = i ip. gnfolBcbcffen gilt für baiJ ©iffc:^ 
rential öon irlbie gormcl , , 

2)al» Differential t)on x ift alfo A felbft. SBir tonnen hcS^tc in ber 
gformel df(x)--^f(x)h ffir A and^ dx einfe^en nnb erl^alten bann 

df{x)-^f(x)dx. 
^ierauj» ergibt fid^ 

/-(»)-;"«• 

2)ie Vbleitnng ift alfo ein Ouotient jmeier (jn bemfelben h 
gehöriger) Differentiale, ein Differentialqugtieni. SRan f agt bei»« 
^att ftatt ,,8lbleitung öon fix)" auä^ ,,?)iffercntiaIquotient bon f{xy\ 

Die SJered^nung it» Differenttafö ober and^ bei» Differentialqno« 
tienten einer Snnftion nennt man Sifferrntiaiiiin (Differenzieren). 

§ 20. VifftxtrAiüÜm einer Snntme^ einer Siferen;^ eines )lr0- 
Unlttes nnb eines (^nrttenten nm pnei ^Fitnktiimen. 

®ir nel^men an, baß bie gunftionen f(x) nnb g(x) an ber ©tcDe 
X Ableitungen fix), g(x) befifeen. 

1. aSenn F(x)^f(x)'+g(x) ift, fo l^at man 

F(x + h)-F(x) _ f(x + h)-f{x) g(x + h)-g(x) 

Die redete Seite ftrebt bei nad^ 9hta fonoergierenbem h bem (Brenj^ 
wert /^(aj) + /(a;) §u, folglid^ ejiftiert F'{x\ unb ei» ift 

ober furj 

(f+gy-r+g^ 

Sie tlMeitttng einet Summe ifl gleid| bet ^nnrnt ber Hbs 
leitnngen. 

Der @a| gilt für eine beliebige enbtid^e Slnjal^I t)on @ummanben. 

2. ®enan ebenfo bemeift man, bag 

tft. 

Sie Wleittittg einer Sifferenj ift glei^ ker Siiffereti) ber Kfes 
reitnnge«. 
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2)ann toxxi 

F{x + h)-^F{x)f{x + h)g{x + h)^f(x)gix) 
h h 

_ gix + h)^^g(x) ^^^^^^_^ f(x + h)^^m ^^^^^ 

^ g(x + h)-^g( x) f{x + h)-^f(x) 
+ h h *• 

Sm 3aDc lim ä = lonöergicrt bicf er ÄuiSbrudt nad^ 

tßfo ejiftiert F\x), unb man ^at 
ober lurg 

(fgy-fg + fg^ 

SBenn ^(o;) eine ftonflantc c ift, fo toirb /(a;) = 0. J)ie äbleis^ 
tung einer ^onffcanten ift gleid^ SluH, tpeil f d^on il^r S)iff erenjem 
quoticnt gfeid^ StoU ift. 3m goDe g{x)^c lavii^i bie obige gormel: 

2)iei^ lann man ebenfo leidet birett bemeifen, inbem man bemer{t, 
ba§ pd^ ber ©ifferenjenquotient öon c/* au^ bem oon /* bnrd^ SDlul:* 
tipfilation mit c ergibt. 

Sei einem ^robult öon brei gunftionen /) ^, Ic l^at man 

ttm ein ^mbuft tmn ^?t f^atturen ju biffetenjieren^ tnnlti^ 
liHsiert man bie Mleiinns jebeS ^aftord mit a0en unbent %vXi^ 
idren nnb obbiert biefe m ^rdbnfte. 

4. SBenn F{x)=^-~-\ unb ^(a?) an ber ©teile a; nngleid^ SluII 
ift, fo ttJirb ^^"^^ 

^ /(a; + 'K)g{x) — ^(a? + J^)/'(a?) 

f(x + h)^f{x) g(x + h)-g(x) 
r fl' W i: / W 



P(«) [g{x) + h — ' 
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3nt S^Üe lim ^ » lont^ergiert btefer 9(udbrud nad^ 

9{p^){gi.x) + g\x)^(^] ' 

älfo ejifticrt F'{x), unb man %ai 

2P//^N _ g{x)r{x)-f{x)g\x) 

ober lut} 

\g)^ g' 

SorattSgefcftt tft l^icrbci g{x)^0. 
3RntÜpliixttt man bie obigen gormeln ffir 

(f+ff)', (f-g)'. m «nb ({-)' 
mit dx, jo nel^men fte folgenbe @kfiatt an: 
i: d(f+g) = df+dg, 

2. d(f-g)='df-dg, 

3. d{fg)='fdg + gdf, d(cf)'^cdf, 



4. d 



A gdf — fdg 



© 



P/ 5^* 



2)iefe k)ier SifferenttationiSregeln finbet man berettö in Seibnij 
erfter ^ubßlatton Aber S)ifferentialre(^nttng (1684). 

§ 21. Stffertntiittim 'in xtäxmtXtVL fvaäAimtvi. 

Wx l^aben f^on oben bemerlt, toie ein ^robult bon m Sfaftoren 
bifferenjiert toirb. 2Ran multi^jfijiert bie Äbleihmg iebeiS galtorU mit 
cSita anbem galtoren nnb abbiert biefe m ^robulte. 

©inb äße m galtoren gleid^ f{x), fo finbet man bie gormel 

ober (mit dx mnttiplijiert) 

3m gatte f=^x lautet biefe gormel 

d(af") = wx"*-Mic. (»»=»1, 2, 3, . . .) 



g)iffetcntiatii)n totionttter gtttt^fHotten ^ 

SBir finb |e^t intftonbe eine ganje rationale Sunition 

3U bifferensieren. 3)aju braud^en toir nni^ nnr }n erinnern, bag 
bad Differential einer Summe mit irgenb einer enblid^en Slnjal^I t)on 
@ummanben gleid^ ber Summe ber 3)ifferentiale biefer @ummanben 
ift, ferner, baf bad S)ifferential einer ftonftanten gleid^ 3tuü ift. 
S)ann finben »ir 

ober, totm toir bie Slbleitung l^aben n)oIl[en, 

©etrod^ten toir jefet bie rationale gunftion G(x) : -Br(«), loobei 

fein möge. Stad^ ber 9iegel 4 bell t)origen ^aragra)>l^en ift bann, 
toenn JT(a?)>0, 

UJ *" G' 
ober 

^\h) G- 

dG unb dB toiffen tt)ir aber ju Bered^nen. SBir fönnen fomit jebe 
rotionale gunftion bifferenjieren. 

8eif|iiele. l. Sie Ableitung öon a?-"» = -^ (m eine <)ofitit)e ganje 
8a]^I) tautet — ma?-('"+^>, toenn a?^0 ift. 
2. Die Slbleitung öon y = |ji^ »irb: 

/ {ex + d) (oa? + 6)' — {ax + ft) (ca? + d)' 
^^ iex + d)^ 

ober 

ober enbßd^ 

/ ad — he 

Soraudgefe^t ift babei ca? + ti ^ . 
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§ 22. 9ifftxtnÜaÜm itx (Eqnmentiiüf]mkti0iu 

äBir tooQen je^t bie Ableitung k)i)n a' berechnen, too6ei a eine ))0^ 
fittte ßonftante ift. Xer 2)tfferett)enqnoUent lautet l^ier 



= a* 



Ä '' h 



& lontmt alfo barauf an ju jeigen, ba| 



a*-l 



bei itad^ ShtQ Iont)ergierenbem A einem (Brenitoert suftrebt, unb biefett 
(Breniwert }u beftimmen. 
93ir toollen juerffc % in ber SBeife nad^ ShtO Iont)ergieren laffeii, 

baft e3 bie golge 1^ y f "3 r • • • burd^Kuft, unb außerbem a> 1 
Doraui^fe^en. 

gfirÄ = — toirb 

a 

& ffanhtlt fid^ alfo um bie Solge 

(*) a-l, 2(a^-l), 3(a*-.l), ... 

SBenn toix jur Slblfiriung 



— i;^ — =-«\a* — 1/. 



fe|en, fo tt)irb*) 

»(a"» — lj-=w(6«+^-l)«w(5-l)(l + 6H [-2>"), 

t^öflegen ^^ 

(w + l)(a« + i-l) = (n+ !)(&-- 1) 

= (w + 1) (6 - 1) (1 + 6 H h d»-^). 

^ierauiS ergibt ftd^ burd^ Subtraltion: 

n (ai - 1) - (n + 1) (aig- 1) 

— (ft — l)(w5" — 1 — ft-»-- -6—*). 

^ 1) »gl bie gfotmel (*) ouf Seite 6. 
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Offenbar tft nun fe > 1 , tocil a > 1 cngcnommen tourbe. S)a^er 
finb bie n galten 1, 6, . . . , &"""^ Heiner ate 6" unb ü^re Summe 
Heiner d^ nh*", bie obige S)iffereni alfo t)ofttt)). S3ir fe^en l^ierauS, 
ba§ (*) eine aBfteigcnbe golge ift. 

@d^rei6en toir 

1 



(— ^\ . / ^va« — l n(a— 1) 



n-l 



! + «'* + «'• H h^ * 

unb Bemerlen, bag bie ^ @ummanben im 9lenner Keiner atö a, alfo 
Sufammen Keiner atö na finb, fo ergibt fid^ 

' a 

®ie abfteigenbe golge (*) ift alfo ganj in bem gnteröall ( , 

entl^alten. 

9tad^ § 5 lönnen tt)ir fd^ßegen, bag fie einen ®renin)ert l^at. Sßir 
moQen il^n wX q>(a) beseid^nen, fo bag 

ift. S)er ®renitoert mn^ offenbar bemfeIben3nteröaH^) angel^ören, in 
toeld^em bie golge liegt.*) SBtr f önnen alfo fidler fein, b a| g? (a) > ift. 

SQBir »erben jefet jeigen, ia% (a*— 1):ä aud^ bann bem ®renj«« 
tüctt <p(a) juftrebt, toenn toir h irgenbtoie anberj^ burd^ ))ofttibe 
SBerte nad^ 9taU lonüergieren laffen. 

3laä^ § 7 lönnen mir und auf ben gaO befd^rönten, hai h ab^ 
peigenb nac^ 3lnU lonoergiert.') p fei bie größte ganje Safflf bie 
ftd^ oon 1 : h fortnel^men lägt, ^ann ift 

alfo ^ 

2Benn ie^t h abfteigenb nad^ 9btII !ont)ergiert, fo burd^I&uft p eine 

1^ ^e ^renjen M ^nten^oltö led^nen toit mit ba^u. 
2) Sottft liege ftd^ um il^n eine Umgebung fonfhuieren, bie fein (S^lieb 
ber Sfofoe entölt. 

8) man exteid^t bieiS bntd^ eine Umrangierung bex IBerte, bie h annimmt. 
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Xeilfolge t)on 1, 2, 3, . . ., toobei t^m enblic^e 9lu^e))Qufen geftattel{ 
finb.^) S). 1^. cd barf ftd^ ieber 9Bert eine enbttd^e «niol^I t>on Skaüta 
toieberl^olen. SRac^te ha^ p bei einem beftintmten 98erte p^ eine un^ 
enblid^e Stn^epanfe, b. ff. bliebe ed überhaupt immer bei biefem äEBecte 
ftel^en, f o mflrben f aft oQe Quotienten l : h Heiner a(d i>o + 1 unb f afl 
ülle h größer ate 1 : (p^ + l) fein, toa« mit lim ä = nnöereinbor ifi. 
SBad mad^en nun 

l>(a^i-l) unb (i? + l)(a^-l)? 
€ie burc^Iaufen Zeitfolgen üon 

0(a^-l), l(a*-l), ... bjto. 2(ai— 1), 3(a*-l),..., 
iDobei aud^ mieber enblid^e 9lu^e))aufen geftattet finb. (£d ift aber 

lim {(n- 1) (a^- ij) « lim|«(a"^- l) . (l — i- W = ^(a) 

unb 

lim{(« + l)(a«-l))«UmjnU"^-l).(l + ^))=9>(a) 

ift, toeil 

lim(l-|)=»lim(l + i-)-l. 

Xlfo lönnen n)ir (auf ®runb ber 93emerlungen 1 unb 3 in § 4) 

unb 

lim j (i> + 1) (a^ - 1 ) I = 9 (a) 
ift. 3)ann folgt aber »eiter (nac^ 93emerlung 6 in § 4) 

(t) • lim— ^- = 9j(a). 

ßont)ergiert h burd^ negatioe SEBerte nad^ 3tnti, fo Iont)ergiert — A 
burd^ ))ofitit)e SBerte nad^ 9htQ. Sd^reibt man nun 



1) 9htt enbUd^Diele ^::a3erte finb größer aU 1. @treid^en toit fte, fo ifl 
immer jp > 0. 
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f fitibet man 

lim-^— = 9(a) : { 1 - 9)(a) . 0} - 9)(a), 



a*— 1 



olfo toicbcr bie SRcIation (f). 

föonDergiett h burd^ pofitit)e unb negative SBerte nad^ SRuQ, f& 
lann ed fein, ba| faft aüe biefe SBerte gleid^e^ 8^^^ l^aben. 2)ann 
lomntt man burd^ eine enblid^e ^njal^I t)on @treid^nngen auf bie bei^ 
ben fd^on erlebigten ^aXit unb tann auf ©mnb ber SSemerhtng 2 in 
§ 4 fd^liejlen, ba^ nad^ to>ie t)or bie Stelation (f) gilt. &^ (ann aber 
oud^ fein, bag ed unenbßc^Diele pd^ti\)t unb unenblid^t)iele negatiüe 
^ gibt. 3^ biefem SaUe mug man ftd^ auf bie 93emer!ungen 4 unb 5 
in § 4 ftä^en, nm toititx jn ber Stelation (f) §u gelangen. 

28ir moHen und je^t nod^ bon ber Snna^me a > l befreien. 3ft 
a pofitib unb Heiner atö 1, fo ift o»l:a größer atö 1. 9htn 
fd^reiben toit 



c*-l 



a — 1 1 — c 



h hc^ c* — 1 

itnb ermatten bann fofort 

Ä 1 + 9(c)'0 ^^ ^ 

^ieraud erfel^en »ir, bafe q>{a\ ber (Srenjtoert bon (a*~l):Ä 
6ei na(^ ShtH lonbergierenbem h, ayxi^ im galle < a < 1 ejiftiert. 
3m gaUe a= 1 ift (a*- 1):ä bcftanbig glei(^ SRutt, alfo aud^ ber 
@ren§tt)ert gleid^ SluIL S)a^er ift 9(1) =-0 ju fefeen. 

hiermit ifk (p{a) ffir aQe pofitiben SBerte bon a beftniert, unb 
ttir toijf en, ba| 9 (a) ^jofitib ober negatib ift, \t nad^bem a > 1 ober 
a < 1, unb ba§ ed nur für a = 1 üerfd^toinbet. 

Um nun fp{a) ju beftimmen, bemerlen fcir, baß im gaUe d ^ 

y(10*) = lim ^'"'>[-^ =lixn(^^.j)=y(lO)-d 

ift, toenn limA — 0. Stud^ im ^aOe ^ ~ gitt bie ^leid^ung 
C) ^(10*)- 9.(10)-*, 

WeiC ft(^ bann betbe Seiten auf 9htll rebuiiesen. 
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SBtr toiffcn, ba| Jcbe <)optiöe Qa^jH a fid^ in ber gorm 10^ bar^ 
gellen Ia|t unb 6 ber Sogarit^mui» Don a i% alf o ^ = Log a. @e|en 
»ir alfo 10^ — a, fo tjertoonbcft fid^ ( J ) in 

(* *) 9(a) « 9(10); Log a. 

(p{a) unterfd^cibet fi(^ alfo öon Loga um ben lonftanten |)ofitiöctt 
gaftor 9(10). 
SBcnn mir ftatt 10 bic »afig 

benu^en unb mit log a ben Sogaritl^mud t)on a jur 93ap e begeid^ 

a=e'o8!»=10«'("), 
loff a T 

S)ie gormel (♦*) tönnen »tr jcftt in folgenbcr gorm fc^reibcn: 

9(a)=-loga. 

9)(a) ift alfo ber Sogaritl^mud ))on a jur 93afid e, 3Ran nennt 
biefe Sogaritl^men natürli^e Sogaritl^men. (Sine bequeme 9ße^ 
t^obe jur 93ered^nung il^rer SBafli^ e toerben mir f))ater lennen lernen. 
Shin motten mir jur ^Differentiation ber gunftton a* jurüdHel^ren. 
3)er S)ifferenienquotient lautete 

as * — 1 
a* 



h 

ßont)ergiert h na6) 3taU, fo ftrebt er bem ©renjmert ju 

a*9(a)==a*loga. 

a* l^at alfo bie Ableitung 

(a*y=a*loga 
unb baS Differential 

da^^a^loga'dx, 

©efeen mir a«=e, fo mirb loga=- l, meil nämlid^ e^=-e ift. e* 
l^at alfo bie Slbleitung 

b. 1^. bie Ableitung ift l^ier glcid^ ber gunition. 
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§ 23. Htfernttutitim itr trigimmiittrifi^tn iFmtUiimen. 

SBir Beginnen mit ber Sfnnftion sin x. Der 2)ifferen5enquotient tauttt 

sm(x + h) — sin ic sin Ä 1 — cob h 

^^ — -^ — cos X —^ sin 0? r 

h h h 

hierbei ^aBen n)ir Benu|t, \>a% 

sin (rc + ä) =» sin a; cos h + cosx sin h 
^' sinÄ 

Snnd^fi muffen mir anfeilen, »aö — ^ mad^t, toenn h nad^ SluB 
lonüergtert. ®a 

sin ( — h) — sin Ä sin Ä 

ift, fo genügt ed ^ burd^ ))ofiti))e SBette nad^ 9luQ !ont)ergieren 
jtt laffen, unb toir Idnnen üBerbied annehmen, ba^ ^ aBfteigenb nad^ 

Shxll f ottöergtert. SBenn ä l^ierBei bte golge y , y , T'" ' ^^^ 

läuft, f Io§t fid^ leidet jeigen, baft -y- Beftänbtg junimmt unb bem 
<lhren;toert 1 iuftreBt. 

2)er Sefer tt^trb leidet Beftättgen, bajs ia^ einBefd^rieBene reguläre 

n:(Bd bed (Ein^ettdlreife^ bte Seite 2sin— , alfo ben Umfang 

2nsin — Bat. 
n ^ 

SBenn n bie Solge 1, 2, 3, . . . burd^Iäuft, touDergiert ber Umfang 
bed n^iSdd junel^menb nad^ bem Umfang bed Sinl^eitdfreifed, b. ^. nac^ 
2 7c, 9llf (ont)ergiert ber burd^ 2 tt bit)ibterte Umfang bed n^(E(Id, b. ]|. 

sin — 



9r 
n 



}une]^menb nad^ 1. 

Stuf biefen ©pejialfall lägt fid^ nun ber allgemeine rebujieren^ unb 
itoax nad) ber in § 22 angemanbten fOttSfoht. p fei bie größte ganje 
ScSjUt bie fid^ t)on 7t :h fortnel^men lägt. 2)ann ift 

P<^<P + 1, 

atfoO 

sin — i— T < sinÄ <. sm - 
JP + l = P 

p . n ^sinÄ^ü + l. « 

£- sm — j-^ < -V- <'5^^ sm — . 
7C p -\- 1 n % p 

1) »ir bürfen annel^men, bag p > ift. 
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Sßenn h je^t obfteigenb nai) 9htII lonDergiert, fo burd^taufen bie 
einfc^Iiegenben ©rö^en XeUfo^en t)on 

eDentueU mit ettblid^en 9tu]^e))aufen (t)gl. @. 38). Xa nun 

I Bin — 
lim ( sin — ) =- lim \(l ) > == 1 • 



unb 



lim ( — = — sin — I 



lim 






Sin — 



(■+i)^ 



n 



= 1 



x% fo lann man nad^ § 4 fd^ftegen, bag aud^ 

unb 



— sin — i-7 



-SLJ gin 



beibe bem ®renitnert 1 guftreben. 2)adfelbe gilt bann t^on ber einge? 
fc^toffenen ®rö§c-^- . (Sd ift alfo, tocnn ä(^ 0) irgcnbtoic 
nad^ SiuII lonöcrgiert, 



lim 



/sin Ä\ 



1. 



3n bem Diffcrenjenquotienten tjon sin x tarn nod^ ein onberer äuiJ^ 
brud öor, beffcn SSer^alten bei nad^ SRuH lonöergierenbem ä toix untere 
fud^en muffen, nämlid^ 



Shin ift aber 



1 — cos h 
h 



cos h = cos* -z — sin* — , alfo 1 — cos Ä = 2 sin* — 



2 — 2 

3)a]^er lönnen toir fd^reiben: 

1 — cos h 



Ä I "% 



Ä\« 



A 

2 



h 
2 



S)a -5- flleid^jeitig mit h nad^ 9hiII lonöergiert, ift 

. h 



lim 




= 1. 



3Ht feretttittHon ber triflonometr. griinftionen 4S 

2Hfo fönncn wir fd^Iie|cn: 

ffcl^rcn toir ju bcm S)tffercnäcnquoticntcn öon sin a? jurfid, f o ergibt 
fid^ fofort, ba| er bem (Srenjwert 

,. /BinÄ\ . ,. /l — cosÄ\ 
COS a?» lim I— ^j — sinaj-liml t l — cosa? 

pftrebt. sino; ffai alfo bie 2(blettung 

(sin a7 i ^^ cos üß 

unb baiJ Differential ^ ^ 

Sei ber Sfunltion cos x lommt man in ganj a]^ntt($er äBeife junt 
iJteie. Uö tp cos (a? + ä) =» cos a; cos Ä — sin a; sinÄ, 

^M*^ cos (a? + Ä) — cos a; . sin ä 1 — cos h 

i — *—^ = — sin a; — r cos x -r 

h h h 

ftonöerfliert h naä) SRuH, fo ftrebt bicfcr ©iffcrenjcnquotient bem ©renj- 
toert — sina; ju. S)a^er l^at cosa; bie Slbleitung 

(cosa?)' = — sinaj 

unb ba« Differential 

d cos a? « — - sin a; d z. 
Die Differentiation t)on 

sina; . cosa? 

tff a; = , cot X = -; — 

° cos X ' sina; 

erlebigt jtd^ mittelft ber Siegel 4 in § 20. Danad^ ift nämlid^ 

cos X (sin xj — sin x (cos x)' 



/sinajV 

\C08 x) 



(cos aj)* 



cos* X + sin* X ^ , . 9 1 

= L = 1 + tff^aj = — =— 

cos*a? ° cos'a; 

tgx ffai alfo bie Slbleitnng 

(tga.)' = l+tg»a;-^ 
unb bad Differential 

^ VI©/ cos*a; 

Sbenfo ergibt fid^ an^ 

sin aj (cos a;)' — cos a: (sin x)' 



/cos äV __ 
Vsina:/ 



(sin x)* 
sin" a; + cos* x ^ ^ « 

L^_: :: 1 — COt '^ a? 



sin*a; sin*a; 



«9hi0197: ftotvaletoSIi, 3nfinitefimatred^nuna. 8. Suff. 



»r^' |;iw'I'Ä'».ijftf # 

If Qi^H^glDette an ben ®tni« 
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ift. mt f{aj fttib^ober «einer atö 0, folgtt^ f{l)^G, aUtf{b„) 
gtößer al^ C, fotgUd^ ((j) ^ C. ®8 fönntc alfo nur /"(j) = C fein. 
S)od ge^t aber nt^t, tnett C laut 3(nnal^me lein Snnttion^tnert fein foO. 

9Bir lönnen unfer äiefuttat fo auSf^pred^en: äSenn bieSunItion 
f(x) in bem gttteröaU {a, V) einen Sloifd^enloert au^l&^t, 
fo ift fie irgenbtoo unftetig. 

Slimmt fie j. S. in {x^, x^) einen SBert AT nid^t an, ber jtoifd^en 
ben SBerten f{x^) unb /"(aj^) liegt, fo gibt t^ in bem 3«teröall (a^i, »,) 
eine Unftetigleit^ftette.^) SSSad loir nämlid^ für (a, b) betoiefen l^aben, 
tonnen toir auf (%, x^) antoenben. 

S)er obige @a^ Id^t fid^ leinei^megi^ untfe^ren. (Sine Sunition, 
bie leinen Sm\i)tntotxi audUft, fann tro^beim irgenbtoo 
unftetig fein. 97lan lann bad burd^ ^eifpiele bemeifen, tootauf n)ir 
aber l^ier nid^t eingel^en. äBir moHen nur nod^ eine anbere Raffung 
bed obigen @a|e^ angeben: 

SBenn bie gunltion f(x) in beut gnteroall (a, 6) überall 
ftetig ift, aud^ an ben ©renjen a unb b, fo nimmt fie leben 
3U)ifd^enn)ert an, 

Se^t Ibnnen toir bie Sftage nad^ ber Umfel^rung einer ftetigen 
Sunition be^anbeln. 

y ■" fi^) f ^i ^^ ^^^ Sntcroaü (a, 6), einfd^Iiefelid^ ber (Srenjen a 
unb b, ftetig. SEBir looSen oerfu(|en biefe gunltion umgule^ren, 
b. ^. X afö Sunftion Don y ju betrad^ten. Soll bied möglid^ fein, f o 
barf bie gfunltion leinen SBert mel^r al§ einmal annel^men; 
fonft n)flrben nämlid^ }u manchem SBert oon y me{)rere SBerte oon x ge^ 
^dren, toa^ unferem Sfunltion^begriff n)iberf))rä($e (n)onad^ jebem SBert 
ber unabl^angigen nur ein SSert ber abl^ängigen SSeranberlic^en ju^ 
georbnet fein foß). 

SBenn alfo c unb c^ jtoei oerfd^iebene SBerte au^ (a, b) finb, fo ift 
immer f(c) ^ /'(cj. 3Bir woCen jefet irgcnb brei SBerte x^, x^, x^ and 
(a, b) l^erauggreifen, bie in ber Sejiel^ung x^<x^< x^ ftel^en, fo bafe 
x^ jn)ifd^en x^ unb x^ liegt. @d lägt fid^ jeigen, bajl bannaud^ f{x^ 
jwif c^en f(x^) unb f{x^) Hegt. SBürbe nämßd^ ber SBert /"(aj^) au§cr^ 
i^att be§ gnteroall« ifM,f{x^)) liegen, fo gäbe e^ einen SBert (7, 
ber fott)O^I jtoifd^en /"(iCj) unb flx^) afö aud^ jtoifc^en /"(a;,) unb f(x^) 
liegt. ®a bie gunition f{x) ftetig ift, fo müfete fie biefen SBert C an 
einer Stelle c jtotfd^en x^ unb x^ unb aud^ an einer @te(le c^ jtoifd^en 
ÄJ, unb i»j annel^men. ffid wäre alfo f(c) == /"(cj) unb c < c^. 



1) ^efe lann aud^ mit x^ ober x, plammenfaUen. 
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8lud betn Dbtgen ge^t f)txt)ox, bag f(x)f loenn x \)on a btö i^ ju^ 
nimmt, enttueber beftdnbtg toäd^ft ober beftdnbig abnimmt.^) 

Um einen bestimmten %aü ju l^aben, tooUen mir und benlen, ba| 
/"(a?) bei june^menbem a: beftänbig toäd^ft^). SBir lönnen uniJ leicht 
fiberjeugen, bafe eine f old^e gunftion fid^ umfe^rcn läfet. -4. « /"(a) ift 
ber Heinfte unb JB = /*(6) ber größte SBJert öon /"(a;) unb jebe S^^l 
(7 jtoifd^en -ä unb B ift ebenfall« ein gunftionSwert S)ie SBerte öon /"(a;) 
fütten olfo bad gauje Snteruatt (-4, B) ou§. 33a jeber SBert öon ber 
gunftion nur einmal angenommen roirb, fo entfpri^t jebem y in 
(-4, B) ein unb nur ein x in (a, b) berart, baß y = f{x) ift. a? ift alfo 
in bem SnteröaU (Ä, B) eine gunition öön y: 

x^q>{y). 

3)iefe gunftion nennt man bie Umfel^rung (bie intjerfe gunf «« 
tion) üon y^f{xy). Sei june^menbem y toöd^ft offenbar 9 (y) be* 
ftänbig. 

9(y) ift fcnter in bem ^wteröaH {A,B) ftetig. 

Offenbar l^at q>{y) bie ©igenfd^aft, olle graifd^entoerte anjunel^men. 
Sief e Sigenfc^aft ift aber bei einer monotonen gunition mit 
ber Stetigfeit gleic^bebeutenb, b. ^. eine monotone gunition, 
bie leinen S^ifd^enmert ausläßt, ift ftetig. ®^ genügt, n^enn toir bai^ 
bei q>{y) jeigen. 

fiaffen toir j. S5. y auffteigenb nod^ \) lonüergieren, fo burc^täuft 
9{y) eine auffteigenbe golge, bereu Olicber Reiner ote 90 (^) finb. 
SBdre nun \im(p{y) Meiner atö q>{^^, fo fönnte bie gunftion einen 
SEBert c, ber jtoifi^en beiben liegt, nid^t annel^men. ®g ift alfo fidler 
lim9>(y) — 9(^\ unb bie« gilt aud^, loenn y abfteigenb nad^ 5 Ion- 
öergiert. 2lug § 7 läßt fid^ entnel^men, baß bicfclbe SRelation beftel^t, 
toenn toir y irgenbtoie nad^ Xj fonoergieren laffen. 

SBir f önnen unf er SRef ulta t f formulieren :®ineftet§toad^fcnbc*) 
ober ftetg abne^menbe ftetige gunftion, läßt fid^ umfel^ren, 
unb bie Umfel^rung ift oon berfelben Sefd^affenl^eit. 

gig. 12 foß baju bienen, bie Sejiel^ung jtoifd^en ben beibcn_gunt 

tionen y^f{x) unb x«--q>{y) ju öeranfd^autid^en. ffi« ift OX=aj 

1) SWan nennt fol^e gunftionen monoton, gebrandet aber biefe ©e* 
aeid^nung mand^raal aud^, toenn man nur fagen fann, \>a% f{x) bei toad^fcn- 
bem x nie abnimmt ober nie junimtnt. 

2) SBenn-Aa?) mit juncl^menbem x abnimmt, fo betrachten tolr —f(x). 
S) ebenjo ift y^f{^) bie Umlel^ning öon x=^(p(y). 

4) 3). 1^. »ac^fenb beim gunel^men ber unabhängigen ©eränbcrliti^en. 
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uttb OY^y. SBenn ber 5ßunft X fid^ auf ber rg^gd^fe in |)ofitibcr 

aiid^tung öon X^^ nad^ X^ bctocgt (OZ^ «= a, OX^ = ft), fo ftctocgt 
ftd^ ber ^unft r auf ber y^äd^fc in ^ofititer 

SRi^tung üon Tq nac^ Jj (0^0= -^r Öl^«-^) 
unb umgelel^rt. ©eontctrifd^ lommt bic Um- 
lel^rung einer gunition auf eine SSer^^ 
taufd^ung ber beiben j^oorbinatenad^fen 
^inau§. 

§ 25. Seiftiiele. 

1. y = e* ^at bie Umlel^rung x = log^. 

2. y = sina? ift ftetig unb nimmt beftönbig 

ju (tjott — 1 bid 1), ttjenn x t)on — ^ big ^ 

toäd^ft. y « sin aj läßt fid^ alfo in bem Suteröall (— ^ r y) umfe^rcn. 
Dffcnbor lautet bie Umf el^rung aj = arc sin y. 

3u bemfelben ^nteroall l^ot y = tga; bie Umlel^rung a; = arc ig y. 

®ie intjerfe fjunftion }u 2/ = cosa; (0^a;<7t) ift ar=» arcoosy. 

y^cotx (O^aj^jr) l^at ik inöerfe gunftion a;==arc coty. 

®ie j^IIometrifd^en gunftionen finb alfo bie inöerfen 
ber trigonometrifd^en. 

3. y =» a?"» läfet fid^, loenn m eine ber gal^Ien 1 , 3, 5, ... in jebem 

3ntert)aH (a, h) umlel^ren. S)ie Umfel^rung lautet Yy. 

3ft m eine ber gal^Ien 2, 4, 6, . . . , fo Iä|t pd^ y — a;"» nid^t 

in jebem Snteröatt umlel^ren, loo^I aber in jebem Suteröaß, toeld^e^ 

j_ 

bic 9lull nid^t umfd^tte|t. Die Umfe^rung lautet x = +y"' ober 
j_ 

x^ — y^^ je nad^bem cg fic^ um ein tJofitiöeiJ ober negatiüeg 3n^ 
tertoaH l^anbelt. 

§ 26. jDif)erentidt0n htx xmtxftn ^nbümuru 

x^q>{y) Uttb y^f{x) feien im ©inne beS § 24 jueiuanber in* 
öerS.^) SSäir toollcn femer annehmen, bafe tp^iy) ejifliert unb nid^t öer^ 
fd^toinbet. Erteilen toir x bag gnlremcnt Aa*, fo erfährt y bog gn^ 
Iremeut Ay, unb e« ift 



A x 



Ax 
• AyV 



2)ie gun!tionen finb alfo ftetig unb ^tti junel^menb obet ftet^ ab- 
nel^ntenb. 
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Saffen toir nun Ax naä) 3lviU lontiergieren, fo !i)nt)ergiert and^ 
Ay na6) 3bxU unb babci toirb 

alfo ^ 

.f)ierau§ erftcl^t man, ba§ f\x) ejifticrt unb ben SBcrt U(p\p) 
^at. 
i}^\ogx ift^) bie Umfc^rung t)ox x^df. aifo ift (ögl. § 22) 

b. 1^. logx f)ai bie Slblcitung 

(logx)' - ^ 
unb ba« Differential 

fnoffÄ;= — . \ 

y = arc sina; ift bie Umfel^rung öon x = siny. Sttfo ip (ögt. § 23) 

(arc sino?)' =» 

b. ^. arcsinrc {)at bie Slbleitung 

(arc sin 0?)'= - — 
unb baö Differential 

, dx 
aarcsina;= — -■ -. 

hierbei barf x nid^t gleich 1 ober — 1 fein, unb bie SBurgel ift 
<)ofitio ju nel^men, toell nad^ ber Definition (ögL § 16) y jtoifd^en 

— I unb -| liegt, alfo einen |)ofitiöen Äofinug ^at. 

y =z arc cosx ift bie Umfel^rung öon x — cosy. Sllfo ift (ögl. § 23) 

(arc cosa;)' = ; — , 

b. 1^. arccoso; t|at bie älbleitung 

(arc cos xY = ,_ 

^ ^ yi — x* 

unb bai Differential 

, dx 

d arc cos rc =» , • 

yi —X* 



1) @g totrb a; > t)orau8ge|e|t. 
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hierbei tft toicbcr a? < 1 öoraugjufefecti, unb bic SBurjcI ift ^jop^ 
tio, tocil nad^ ber S)cjtmtion (D9I. § 16) y jtoifd^en unb n ücgt, 
alfo einen ^ofttit)en @tnud ^at 

y = arctgic ift bie Umfel^rung \)onx = igy. Älfo ift (ügl. § 23) 

(arctga:)'===.j-j^y, 
b. \). arctgo; l^at bie S(bleitung 

(arc tgo;)' = ^-^^i^, 
unb ia^ 2)ifferential 

d arctffOJ = -—. — », 

^ 1 +«' 

y =» arc cota? ift bie Umlel^rung t3on x = coty. SKlfo ift (ögl. § 23) 

(arccota;y=_^_\^^-^, 

b. ^. arccoto; l§at bie Slbleitung 

(arc cota?)' y^^, 

unb baä Differential 

(f arccota; = — 



§ 27. jBlifltrtnttÄtt0n i^r pirmmnengefti^ten ^fttnWtonen* 

F(w) fei eine gunftion öon t^, bie für a ^ w:^ /5 befiniert ift; f(x) 
eine gfnnftion öon a?, bie für a^a;^6 befiniert ift; ou^erbem fei 
f(x) fo befd^affen, bafe in bem SnteröaH (a, b) 

ift. @e|en toir bann 

fo gel^ört ju jebem SBert x in (a,6) ein SBert tjon u in (a^jS) unb 
ju biefem ein äBert t)on y. @d entfprid^t atfo burd^ SSemtittelung t)on 
u iebent SSert t)on a; ein SBert t)on y^ fo ba^ ^ eine gunltion oon 
X ift. SBie y oon a; abl^dngt, brüdft bie gormel 

y - l^CrCa;)) 

auiJ. SRan nennt F(f{x)) eine jufamntengefefete gunition. 

SBir tootten nun annehmen, bafe bie ?lbleitungen /^(a;) unb F'(u) 
efifKeren unb jufe^en, ob bann aud^ F(f{x)) eine Ableitung l^at. 

urteilen mir bem x baS Sn^^^n^wt Ax, fo erfal^rt u ein 3ttfrentent 
Au unb y ein ^i^Irenient Ay. 



50 UtotxM StapittU ^ifferentialied^nung 



(Sä l^anbctt \xä) für unä um ben S)iffercnjcnquoticnten AyiAx 
bjto. nm fein SScr^altcn bei mä) Stutt tonöcrgierenbcm Ax. 

Ax burd^Iaufc bic Stußfolge hi,h^,h^, ... mit lauter nic^t t)cr^ 
fd^tüinbenben ©liebem. Dann toirb Am ebenfollg eine Sluttf olge It^, 
hfh» '" burc^Iaufen (ögl. @. 30). @g ift aber uid^t gefagt, ba^ 
aud^ alle k^ ty'on SRuII öerfc^ieben finb. 

SBenn faft atte k^ öon SluII öerfd^ieben finb, fo lönnen toir burd^ 

eine enblid^e Slnjal^I öon ©treid^ungen bcngaD Am^O ^erbeifftl^ren. 
2)ann bürfen n^ir aber fd^reiben 

Ay Ay Am 

Ax Äu A x' 

unb eä ergibt fid^ 

(•) lim^ = r(«)Y(4 

Sinb faft alle k^ gleid^ 9lun, fo lönnen toir burd^ eine enblid^e Un^ 
iafjil öon ©treid|ungen ben 3aü Au^O ^erftetten. Dann Ift aber 
au^ Ay=- A-F(w)==0. aWan l^at atfo 

A f* ^ A v 

.— ^0, ^«0 
Aa? ' Aa: 

unb bal^er 

lim^ = r(^)-0, lim-^-O, 
Aa? ' V / t ^x ' 

fo bafe anif jefet bie ®Ieid^ung (*) gut. ©inb unenbüd^ öicie k^ öon 
3luU uerfd^ieben unb unenbüd^ oiete k^ gleid^ SluQ, fo Idunen totr 
uniS auf bie Semerfungen 4 unb 5 in § 4 ftü^en unb erl^alten mieber 
bie (Sleid^ung (*). Sie fagt unä, ba| bie Ableitung bon 

y^Fim) 
cjiftiert unb folgenben SBert l^at: 

{F(nx))y^F\f{x))r(x). 

3)Aä 2)ifferential entftel^t auä ber 9(bleitung bur^ 9)'luIti))(itation mit 

dx. @ö ift alfo 

dy^F\u)f\x)dx 

ober, ba 

du^=f (xjdx 

dy^F (u)du. 

3)a« Differential öon y = F(w) tofirbe genau fo au^fel^eti, 
toenn u felbft bie unabl^ängige SSeränberlid^e to&xt. Dad ift 
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einer bcr Sorteilc, bcn ia^ 3)iffercntial im SSerglcid^ jur Slblcttutig 
bietet. 

SBir tooflen biefc^ Stefultot antoertbcn, nm bie 5)ifferentiatii)nÄrcfleI 
ber inöerfcti gunftioncn noc^ eintnat ab juleiten (öfli. § 26). y^f{x) 
fei ju a?« 9>(y) intjerÄ. ©jifticrt bie Slbleitunfl q>{y) unb ift fie tjon 
5Riitt öerf d^icben, f o ejifticrt, toie toir gefe^en l^aben, oud^ f {x\ ffleife 
man bieiJ einmal, fo fann man bei ber Sered^nung öon f{x) fo öer*: 
fal^ren. %Ci% 3)iff erential üon a; — g? (y) lautet 

dx^(p{y)dy, 

ob nun ^ ober o; bie unabl^ängige SSariable ift. Setrad^ten mir x afö 
bie unabhängige SSariaMe, fo ergibt fid^ 

^ W dx "" (p'(y) • 

§ 28. «etfinde* 

1 y = e/(*). 

2. a>"(ir>0 unb fi eine betiebigc gal^t) lagt fid^ fo fd^reiben: 

giad^ 9lr. 1 ift alfo 

(i(a>«) « 6^io«*(i(|ii log x)^^Le^' ^^«* ^ 

3. y - log /-(a?). _ 

öJ log sin a; =^ cot rc dx^ 

dlogcosa;« — tga?öJa;, 

-- . dx 2dir 

d loff tg a: ^ -: =» . . , 

^ ^ sin a; cos a; smSaj' 

, , , i aj 2 da; 

alogcota; = 



sin a; cos o; sin 2 a; 

4. y - log (a; + 1/1+1?). 

(l(a; + l/r+?) (iaj + dl/r+^- 



dy 



a? + >/l+a;« a; + }/l + a:- 



1) IRan mu6Y(«)>0 t)otaii3fe|en. 
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3laä) 3te. 2 tft 

xdx 



man pnbet ft^tiefetic^ ^^^^ 

, dx 

dy- 



§ 29. jD^r ^tttttoertful^. 

SStr betoeifen juerft einen ^Uf^fa^, ber fotgenbemtagen lautet: 
aBenn/'(a?)inbent3nteröaU(a, 6), einfd^Ite|lid^ber®renjen, 
ftetig ift, fo gibt e^ in {a, h) einen Sunitionömert /'(^), bcr 
üon feinem anbern übertroffen, ebenfo einen gunftionä^ 

toert f(^, ber öon leinem anbern untertroffen toirb. (fficier^ 
ftrafe.) 

SDer Slnfdnger fagt gemö^nlic^, bog biei» felbftt^erftönblid^ ift. @d 
muß eben unter ben SBerten, bie f{x) in bem Snteröatt (a, h) anfi 
nimmt, einen größten unb einen Heinften geben. 6r mögj aber bc=^ 
beulen, ba§ eS fid^ l^ier um ben größten unb Heinften 3Bert unter utt== 
enblid^ fielen l^anbelt. %a ift bie Stiften} eined grüßten unb Ueinften 
SBerte« leineiJtoeg« fo felbftöerftanblid^. 8- ©• fl^^t t% unter ben SBertcn 

1 _ 1 2 _^ 2 _8^ __^ 

2 ' ~ 2' 3' "" Y' T' T' • • • 

toeber einen größten nod^ einen Heinften. S)er obige @a^ bebarf alfo 
tatfäd^Kd^ beg Setoeife§. ®g genügt aber bie ©Eiftenj öon /'(l) feft^ 

jufieaen. — /"(l) ift nämlid^ für —f(x) ein größter SBert. 

@in in (a, &) entl^ottene^ SJnterüaH (a, /3) motten toir ein au§* 
gejeid^netei^ leilinteröall tion (a, 6) nennen, menn eö in {a, li\ 
leinen SunHion^ioert gibt, ber bie fämtUd^en SunItiondtt)erte in (a, ß) 
übertrifft. ^ , ^ 

SBenn man (a, 5) mittelft beö SBerte« c =« -~— in (a, c) unb (c, h) 

jerlegt, fo ift toenigften« eini^ ber beiben leiUnteröaHe ein au8ge=» 
jeid^neteiJ. ©onft Iie|en fid^ nümlid^ in (a, h) x^ unb x^ f o xocSsjLvx, baß 

f ür a ^ a; ^ c f{x) < /*(a;i), 

für c^x^h f(x)<f(x^) 

toäre. Einer ber beiben SEBerte f(x^), /*(ar,) more atebann größer afö 
atte Sunitiondmerte in (a, 6), toad offenbar ein SBiberfprud^ ift. (&^ 
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gibt aljo in {a, h) fidler eine auSgejcid^nete ^ölfte (oj, h^), ebetifo 
in (aj, 61) eine auiJgejeid^nete ^dlfte (a^, b^) ufto. gft | ber gemein^ 
\amt ©renjlüert öon a„ unb 6„, fo läfet fid^ jeigen, baß /"(§) öon 
ieinem gunItionStoert in (a, 6) fibertroffen mirb. SBare j. 85. 
r(^)>/'ÖX fogäbee^ 

in (a,, &0 eine ©tette l^, fo bafe /"(gi) ^ /'(g, 
in (a„ b,) eine ©tette |,, fo baß /•(Sj)^/'^), 
in (a-8, &3) eine SteKe ^g, fo bafe f{Q>f(^) 
i% nftt). 3)a lim S„ = ^ ift, fo \)at man toegen ber ©tetigfeit 

lim /-(O = /•(!). 

«nbcrcrfcitS ift aber \mif{Q^f(Q>f{^l 

Segt lommen toir ju einem gmnblegenben ©a^e, ben man afö bad 
Xl^eorem t)on SRoIIe bejeid^net. 

/"(ic) fei loeber bei a no4 bei b nnftetig unb l^abe jloifd^en 
a unb 5 fiberall eine Sbleitung. 3ft bann f(a)^f(b)^0, 
fo gibt e§ jtoifd^en a unb b eine ©teile, too bie ?lMeitung 
öerfd^toinbet. 

äwifcä^en ben beiben SRuIIftcIIen ber Sunition liegt alfo fidler eine 
üttuöfiefle ber Ableitung. 

3)a au§ ber ©Eiftenj ber Slbleitung bie ©tctigfeit folgt (ögL ©. 30), 
fo ift f(x) aud^ jtoifd^en a unb b überall ftetig unb erfüllt alfo bie 
SJorau^fe^ung unfered ^ilfsfa^eg. @d gibt bal^er einen größten SBert 

/•(^) unb einen JHeinften SBert f(J), 

©inb £ unb I mit a ober b ibentifd^, fo bebeutet bied, baß fotool^I 
ber größte aU aud^ ber Heinfte SunItionStoert gleid^ 92utl ift. 2)ann 
ift ober bie gunition f(x) in bem ganjen Snteröatt (a, b) gleid^ SluII 
unb ^ai an jeber ©teQe x jtoifd^en a unb b bie tübleitung 9luU. 

Siegt biefer triüiale gatt nid^t öor, fo befinbet fid^ toenigftenS eine 

ber beiben ©teilen 1, | jtoifd^en a unb &. 3P nun j. 85. a < J < 5, 
fo ift üon ben beiben Sifferenjenquotienten 

W« ^ , V ^^^ (Ä>0) 

ber erfte nid^t po\itio, ber }toeite nid^t negatio. Da nämlid^ /*(!) ))on 
feinem gunftioni^wert übertroffen toirb, fo l^at man 

unb ber 9lenner ift bei u ^ofttit), bei v negatiü. 
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Safet matt nuit h bitrd^ pofttiüc SBertc tiod^ SRutt foitöcrfltctcit, fo 

lüirb 

lim u = / ' (I) uttb lim V = fi^). 

SBcgett w ^ iitufe baitit /'(l) ^ uttb lücgctt t? ^ ittufe rC^) ^ 
fcitt. aifo folgt /-'(Ö-^O. 

®6cttfo jcigt titoit titt gaUc «<§<&, bog /^(^) = feitt mvi%. 
Stitmcr gibt c§ atfo jiüifc^cn a uttb 6 eine Stelle, lüo f{x) öer= 
fd^toinbet. 
Knmenbttitg.- 2)ie fubifd^e ®Ieid^ung 

f{x) = «qo;* + a^oj^ + a^x + ag = 

fattn nur bann brei öerfd^iebene reelle SBurgetn l^aben, toenn bte qua^^ 
bratifd^e ©leid^ung 

t'\x) = ^a^x^ + 2a^x +«3 = 

jttjei öerfd^iebcne reelle SBurjeln ^at. ©inb näntltd^ ^it ^tt ^z bie brei 
Sfinüftellen öon fix) nnb ift x^<ix^<x^, fo gibt t% nad^ bem I^eorem 
öon SRoHe jttjifd^cn x^ nnb x^ eine SluttfteHe x^ nnb jtotfd^en x^ unb 
^8 eine SRuIIfteffe x^' t)on /^(o;). 9iun »eife man, bog rr/, rcj' reell 
finb, toenn 9 « ^ ^ 

ift. 9lur unter biefer Sebingung fonn olfo bie lubifd^e (Sleid^ung brei 

öerfd^icbene reelle SBurjeln l^obeit 

SBir motten jefet bie Sorougfefeung f{a) « f{h) == fotten loffcn, 

bie übrigen SSorouSfefeungen beS älottefd^en I^eoremS ober feftl^olten. 

3n gig. 13 ift bie Sitbfuröe üon f{x) ju 
fe^en. S)ie ®erabe ^5 in gtg. 13 ift bie 
S3ilbfnrt)e ber gunftton 

9'(-)=fE-:/-w+si/-(4 

2)ie SBilbfuröe mng eine (Serobe fein, loeil 
q>{x) offenbar bie fjorm mx + p l^ot^) (w 
unb p Sonftonten). %a% bie ®erobe burd^ 
bie ?ßunlte A nnb B l^inburd^gel^t,; erlentit 
manfofort, toenn man x^a^xo: x^b fcfet. 3)ann ergibt fii^nämßc^ 

<pia)^f(al ipQ>)^f(h). 

1) »gl. (Seite 26. 




9i0- is- 
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Sctrad^tcn toir nun bic gunltion^) 

fo erfüllt fie alle SSebingnngen be^ StoHefd^en @a^ed. 

Die Differenj öon jtoei ftetigen gunttionen ift, tüie unmittelbar 
au^ ber Definition ber ©tetiglett ^eroorge^t, ftetig ^). gerner l^at F{x) 
jttjif^en a unb h überaß eine 8lblcitung, tt)cil /'(o;) unb (p(x) eine 
fol^e ^aben. ©nblid^ ift F{a) « F(5) = 0. 

3lai) beut SloQefd^en @a^e gibt ei^ stoif^en a unb b eine ©teile |, 
too bie abteitung üon F(a?) t)crfc^tt)inbet, n)o alfo 

ip. 9''a)-/'(i) 

SSered^net man nun (p\x\ fo finbet man, 

@S gilt alfo folgenber ©afe (ber fogenannte SUlittelmertfofe): 

SaSenn f{x) toeber bei a nod& bei fe unftetig ift unb jtoifd^en 
a unb h überall eine 8(bleitung l^at, fo gibt eiJ jtoifd^en a 
unb h eine ©telte 5 berart, bafe 

tft. 

3n StO- 13 l^ot bie @e^ne AB bie Stid^tungSlonftante 

/•(ft) - m 

••' ' ■ - ■■■■-- — — — - • 

b — a 

Slnbercrfeitg ift /*'(!) bie Stid^tung§!onftante ber ffuröentangente im 
fünfte P mit ber «bfäiffe l Der SRittetocrtfafe befagt, ba§ biefe 
iangente Jjarallel jur ©el^ne ift. 

©eftt mon a=>x unb b=^x + h ober b=^x unb a^x + h, fo 
tt)irb fid^ |, ba eiJ jtoifd^en a; unb x + h liegt, in ber gorm g =« a? + <^ä 
fd^reiben lafjen, wobei 0<'^<l ift. Die gormet be« ÜRittetoert* 
fa^ed lautet bann 

fJ^'+AlzJM _ f(^^ + ^/,). (0 < o < 1). 

gattiS man a^x unb b=^x + h gefegt l^at, ift ä pofitib; fällig man 
b^x unb a^x + h gefegt l^at, ift ä negatiö. Die gormet gilt, 
fobalb f(x) bei x unb bei x + h ftetig ift unb jtoifd^en rrunb 

1) Offenbar iR F(x) bic SRagjal^I t)on ©P. 

2) qp(x> ift überaH ftetig, »eil tS überall eine $(bleitung ^at. 



56 S^tii^ ßapittU 2)ifferenttatre(l^ttttnd 



x + h überall eine Slblcitung l^at. Sie Icl^rt, baft ber S^iffe^ 

f(x -\-h) fix) 

retijcnquoticttt ^^ ^ ^ — -^ ju ben SBcrten ßcl^ört, bic bic 

Stblcitung f\x) jiüifd^cn x unb x + h onnimmt. 

9(u§ bem 3RitteImertfa^ ergibt fid^, lia| eine f^unttinti^ liie in 
einem ^ntetHaO ttterall bie tUileiinng fUnU ^ai, bafeUfl eine 
ftonßante ift. 

©inb nantlid^ x unb a? + ä irgenb jtDci SBerte in jenem SnteröoII, 
fo ^ai man nac^ jenem @a^e: 

f{x + Ä) - /•(rc) - Ä/ (^ + ^Ä) = 0, 

alfo f{x + Ä) « /*(a?). »iefeS SRefuItat ift für bie gntegralred^nung 
t7on SBid^tigleit. 

3nm @d^Ing tooUtn A)ir nod^ eine anbere @d^reibtt)eife beiS aRtttel^ 
ipertfafeeS angeben. Sejeid^net man f(x + h) — f(x) nnb hf(x) in 
ber übßd^en SBeife mit Ay bjtt). dy, fo befagt ber SRittelmertfa^, ba% 

Ay=-(dy):,+^k 
ift. S)abei l^at man red^t«, nad^ Silbung bc§ S)ifferentiafö, x inxä) 
x+^h jn erfefeen. 

§ 30. $itx$tn uni iFnll^n nn^r 4^nnhtian. 

f{x) erfütte in (a, &) alle SSorangfefenngen beg ÜKittcItoertfafeeg. 
SBeil man überbieg, bafe bie a^bteitung für a<x<b ftetg ^Jofitiö 
ift, fo lann man f^tiejsen, baß f{x) bei toad^fenbem x junimmt 
ober fteigt. SBeiß man, bafe bic Ableitung für a < a? < 6 ftetg negatiö 
ift, fo fann man f daließen, bafe /*(a;) bei tood^fcnbem a; abnimmt ober 
fällt. 3ftnämlid^ a^x^<x^^b, fo l^at man na6^ bem aWitteltoertfa^ 

f{x^) — f{x^) ^ai atfo ba« grid^cn öon f\l), 

S)er gemö^nlid^e Satt ift ber, baß /*(a;) nid^t nur jloifd^cn a unb Z^, 
fonbem clmS^ an ben ®renjen öon a unb & eine Ableitung ^iaV)^ unb 
bafe bie Ableitung jtoifd^en a unb 5 ein beftimmteg Sorjeid^en be- 
loal^rt. Der ©ad^öerl^aft ift bann alfo folgenber: 

gür a^x^h ejifticrt f{x\ 

„ .<.<M|»A.)| g... 
gür a^ic^fe I.!jl^ I /"(ic) bei junel^menbem*) x. 



1) 3)arau5 folgt bie @tetlgleit an ben ©renaen öon {a, 6). «gt @. 30. 
2^ Bleien ßufa^ „bei junel^menbem x" lägt man getoai^nlid^ fort. 



©tetgen unb Ratten einet Sutittion 
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SSir tooUen je^t einige Slufgaben Bel^anbetn, loo e^ fid^ unt bad 
Steigen ober SaQen bon Munitionen l^anbelt 

1. SEBir betrad^ten alle älec^tecfe mit bem Umfang 4 a nnb fragen, 
toti6)td unter tl^nen ben größten ^rüfalt ^at 

Sßennen toir bie eine Sfle^tecffeite oj, fo mn^ bie anbere 2 a — x 
fein, bamit ber Umfang gleid^ 4 a toirb. 2)er gnl^alt bed Ked^tedtd ift 

x{2a — x) = 2ax^x*^f(x). 

yirm finben toir burc^ Differentiation 

/'(ic) — 2a — 2fl? 

unb lönnen folgenbed lonftatieren : 
x<a, f{x)>0 
x>a, f(x)<0 



fla-^ 



X 



/•(oj) ftcigt für a?^a, 
fix) fattt für a?^ö. 

©arauö ge^t l^erbor, bafe f{a) ber größte SQäert öon f{x) ift. 3m 
SaQe o; « a ift aber bad Ste^ted ein Duabrat. 2)ad Ouabrat ^at 




1 





alfo unter aQen Slec^teden mit gegebenem Um^ 
fang ben größten gu^alt. 

2. äSon einem qnabratifd^en SJIed^ mit ber 
@eite a toerben an ben Scfen bier gleid^e Dua^^ 
brate fortgefd^nitten. S)ie überragenben SteAtede 
werben l^eraufgebogen, fo bafe eine ©d^ad^tel ent^ 
ftel^t. äBie mug man ed einrid^ten, bamit bie 
@^ad^tel einen möglid^ft großen gul^att belommt? 

%\t iBafil ber k>i^aiiit\ {ia^ innere Duabrat 
in gig. 15) ift (a — 2ir)*, bie ipöl^e ber ^i^aä^itl offenbar x, alfo 

®ifferenjiert man 

fix) = a^x — 4aic* + 4a;*, 

fo ergibt fidä 

fix)^a^—%ax + 12x\ 

(Ed ift alfo 



910. 15. 



f_M 

12 



9 ^ax , a* 
X 

3 ~12 



-('-r)~ji-('-^-Tl('—>+-t) 
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JtBir lönnen nnn foIgenbeS lonftatieren: 


«<|-, n^)>o 


f{x) fteifltfüt x^j 


i-<^<Y> f'i^XO 


fix) fätttfür-f-^a;^!- 



®a X nad^ ber Statut ber Stufgabc ouf ba« SnteröoÜ (O, -|-j bc^^ 

f^ränlt tft, genügt biciJ f^on. SBir fcl^cti, ba| /*(—) ber größte SBert 

öott /*(a;) ift. Die an ben ©den ^erouiJgef^nittencn Duabrate muffen 
alfo ben fed^ften %txl ber @eite be^ ganjen Qnabratei^ a(d @eite l^aben. 

"Sie Safid berSd^ad^tel ^ot bann bie Seite a — ^ =- -^- S)ie Sc^ad^tel 



6 



6 



ift alfo )}iermal fo breit aü ^o(S). 

3. äBir betrad^ten aQe ^egel mit ber ©eitenlinie a, SSeld^er t>on 
il^nen l^at ben größten gn^alt? 

Saffen toir gig 16 um bie Sfd^fe DC rotieren, fo entftel^t ein Äegel, 
toit mir i^n betrad^ten. 9lennen mir ben äBinfet, ben bie Srieugen« 
ben mit ber Segelad^fe bilben, x, fo ift ber ©runbrabiud a sin x, bie 
^ö^e bed ßegeld a cos x, alfo ber ^nf)alt 




yta' 



sin'a? cosa; 



na' 



m- 



3* 8 

5Run finben mir (ögl. § 20 nnb 23) 

f\x) = 2 sin ic cos a; • cos a; — sin*a? • sin x 
« sin X cos^ x(2 — tg^ x) 

B nnb fönnen bal^er, menn mir 

arctg)/2 = a 

fefeen, folgenbe^ lonftatieren: 

0<x<cc, f{x) > 1 f{x) fteigt für ^ a; ^ «, 

«<^<Yr f{^)<^\f{^) m für «^iC^-J. 

®a X öuf baS SnteröaH (o, y) bcfd^rcinlt ift, genügt bie«. SBir 

feigen, baß f{a) ber größte S33ert öon f{x) ift, Der Äeget i^oi alfo ben 
größten ^n^It, menn bie Srjeugenben mit ber Std^fe ben SBinW « 



(Btelöctt ttttb Satten citicr gunltion 
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4 

giß- 17. 



cmfd^IicSen, bcffen langend glcid^ l/2 ift. S)er SBinW a ift uti9cf%i) 
540 44' 3", j)ie Öffnung be^ aRajimaßegetö beträgt fomit ettoa 
109® 28' 16". 

' 4. @ine berühmte Aufgabe ift bie uon bcr SStenenjelle. 3)er Sefer 
fd^netbc bie gigur 15 ou^ 5ßapier avi^. Sie »irb längg ber ftarl ge- 
jcici^neten Sinicn gefnicft unb barau* ein fed^i^feitige^ ®efä§^) jured^t^ 
gebogen, beffen 85afi« ein reguläre^ ©ed^Sed ift. S)ie (Sdten biefe^ 
©e^§edS finb bie 5ßunlte 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (7 fättt mit 1 sufam^ 
men). Sin ber 4 
SafiS motten toir 
bag ®efäg offen 

laffen. Slm an^^ 
beren (Snbe tüol^s b 

len toir eS aber 
fc^Uegen. 3)ied 
ia^t fid^ burd^ 

brei gleid^e 
Ä^ombenbemiri! 

fen, toie ber ßefer an feinem 5ßat)iermobett fofort bemerfen toirb. 
©inb biefe brei JR^omben angebrad^t'),fo l^at man eine Siencnjette 
bor fid^. Sei einiger Überlegung toirb ber Sefer erlennen, baß bag 
SSoIumen ber SSienenjette nur bon a unb h abfängt nid^t aber bon x 
(ögt Sig. 17). ^Mt man alfo a unb h fcft unb änbert x ai^ fo ent^ 
fte|en tauter iBienenjetten bon gleid^em SSoIumen. Sßir fragen nun, 
toelc^e unter il^nen bie Meinfte Dberftäd^e l^at. S)iefe grage ift für ben 
Sau ber Sienenjette be^^alb bon SBid^tigleit, Aieil man um fo toe- 
ntger 3RateriaI brandet j[e Keiner bie Dberfldd^e ift. 

®ie Dberffäd^e ber Sienenjette fefet fid^ jufammen an^ fed^^ Ira^ 
<)eiett unb brei SRl^omben. ®er Snl^aft jebeg Ira^jejeiJ ift 

a{^h — x) 
--- 

Um ben ^nl^alt einei^ Sll^ombud ju ftnben bemerle man, baß aud 
A, C, E, G beim 3ured^tbiegen ber gigur ein ebenfold^eij 3)reiedt wirb 
»ie aus ben ?ßun!ten 1, 3, 5, 7. Dann finbet man fofort, ia^ bie 

1) 9Ran finbet ha» mit $ilfe einer logatil^mifd^strigonometxifd^en S^afel, toie 
fie anf ber Schule 6enu(t toirb. 

2) (Sd ift öorMufig an beiben leiten offen. 

8) man fc^neibet fie ava ^itx aviS unb flebt fie feft. 

«9ht0 197 : RotoaUtoili, i^nftniterintalred^nung. 2. 9(uf(. 5 
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eine Siogonole be« »l^ombug a|/3 ift. S)ic ©citc bc« JR^ombu« tft 
aber ]/a* + icl SKfo gelten für beti SBin!eI g? (gig. 18) bie ©leid^ungen 




sin 9 = 



2ya*+x^' 



cos 9 



_ |/a»+4g« 



gfiö- 18- 



3)er Sn^alt beiS 9i^ombui$ ift fomit 

2 (a* + ic*) cos g^ sin 9) =- Y y3äH^2^ 

9(fö Dberflad^e ber SSienenjelle ergibt fid^ 
au^ bem Obigen 



93ered^nen mir nun bie Slbleitung t)on 



f(x) = 42) — 2a; +l/3a* + 12ir«, 



12a; 



2 



z{6x—y3a^ + 12x^) 



\o finben mir 

/"(rc)- — 2+ , , 

^ ^ /3a»+12a;» ■[/3a*+12a; 

unb lönnen folgenb eg fonftatiere n: 

Solange 6a?<]/3a* + 12a;^ b. 1^. 36a;^<3a*+ 12ir* alfo 



i»< 



ift /"(a;)<0. ©obalb aber 



a 






a 



tft /"(^) > 0- ®ö^ß^ föfft f{xl f orange a; ^ -":. , unb eS fteigt, f obalb 

y8 

^^-7- ift. f(:^-) ift fomit ber Heinfte SBert^ öon r(aj). 
Sfta^ unferen gormein ift 

tg9 = 



ays 



>/a*+4a;* 



a 



3m gatte a; = -^ toirb alfo 



ys 



tgg)-=y2. 



1) Ä ift auf bod SnteröaK (0, b) bejd^rönft. 9Bit muffen, borait a : ys 



a 



in biefeg 3nteröatt fättt, annel^men, baft 6 > -_ ift. 

yä 



Unenblid^e ^ci^en Öl 



2g> i)at bann, tüic lüir miffcn (ögt ©. 59) ungefähr bcn SBcrt 109^ 
28'. 3)ttrc^ SKeffungcit an Stcnenjcttcn ^ai SKaralbt (1712) gefun^ 
bctt, baj5 bic ©icnen tatfäd^Iic^ i^rc 3^2^« ungefähr mit biefem ^inlel 
bauen. @ie bauen alfo mit mögüd^ft großer aRaterialerft^ami^. 

§ 31. Mstvxtm^s^ übtx nuienMii^e ^lA^tn. 

SBir muffen l^ier einige SSemerfungen über unenbUd^e Slcil^en ein:= 
f chatten. 
SDurd^ bie Sleid^ung 

(*) s = Wi+«*2+«*8H 

)}f(egt man au^subräden, bag bie Solge 

bcn ®renätt)ert ^) s ^at 3Ran nennt in biefem Saüe % + w^ + Wj + • • • 
eine lonöergente unenbUd^e JReil^e unb 5 i^re Summe. Slnbern^s 
faüg, b. f). toenn ber ®renitt)ert s nid^t ejiftiert, l^eifet bieJfteil^ebiöer* 
gent. S)ie (Bleid^ung (*) ift atfo nur eine anbere Sd^reibtoeife ber 
Sime^relation 

( * ) lim (t*i + Wj H + w„) = s. (n = 1, 2, 3, . . .) 

@ie befagt ba| u^ + u^-\ h w„, bie »«^te 5ßartialfumme ber 

Steige Wi + ^2 + % ^ — r bem ®ren jmert s juftrebt. 

Seber @)renimert lägt fid^ atö @umme einer unenblid^en Steige 
barftetten. i^at j. 95. bie golge s^, s^,s^, . . , ben ®renätoert s unb 
f e^t xnan w^ = «^ , w^ = 5^ — 5^ , ^s == ^s — s^. . . ., f o tüirb 

5„ = «*i + Wf +•••• + w^ nnb bal^er « = w^ + w^ + **s H — 

@^ ift alfo bie I^eorie ber fonbergenten unenblid^en Steigen im 
©runbe baSfette toie bie löcorie ber ©renjtoerte. 

2)er Sefer toirb auf ®runb biefem Sufammenl^angei^ leidet bie ^i^ 
tigleit folgenber Siegeln erlennen; 

%n^ s^u^+ii^ + u^-^"' lann man f daliegen: 
c + s^c + Wi + WgH , 

/ = (Wi + • • • + ^nj) + Kl +1 + •••+%) + ••• 



1) & l^anbelt fid^ um einen etgentHd^en ^ten^tuert. 
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Um j. 83 bic Slic^tigfcit bcr legten ©leic^ung fcftjuftetten, wirb bcr 
Sefcr bemerfcn, ba| bic 5ßartialfummcn ber t)icr ouftretenben SReil^c 
offenbar s , s^ , s^ , , , . lauten, ©ie bilben eine leilfolgc ber fon^ 

öergentcn golge s^,s^,s^f... @^ gilt ^ier alf o bie SBemerlung 1 in § 4. 
2{ug bcr erften unb britten Siegel ergibt fi^, bafe bie Steigen 

^1 + ^8 + ^8 H — ^"^ wj + «*8 + ^4 H 

gteid^en K^araltcr l^aben, b. i). beibe lonücrgcnt ober beibe biöcr^^ 
gent finb. SluiJ (s = u^ + Uq-\ — folgt nämlic^ nad^ ber erften Sieget 

Wj^ + (T « % + Wj + Mj 4" • • • 

unb aug s = ««1 + ^2 H nad^ ber erften unb britten Siegel 

s — Wj =- (— Wj + Wi + Wg) + 1^ H == ^3 + Wß H 

2)a aud^ u^ + u^-\ unb Wg + i«^ H bcn gleid^cu Sl^araltcr i)a^ 

ben, fo gilt baSfetbc öon u^ + u^-\ unb u^+u^^-i Über^ 

l^aupt ^aben u^+u^-\ — unb w^ + w^+iH — (ber v^te SReft 

öon Wi + WjH ) ben gteid^en S^arafter. 

gerner ift leidet ju erfennen, bafe auS 

-^ ««^t^i + WgH unb t^v^+v^-i 

s + t^u^+Vj^ + u^ + v^-i (Slbbition ber Sleil^en.) 

@e^t man nämUd^ 

^« =" «*i + ^2 H ^■ ^«f K =-.^1 + ^2 + • • • + ^11/ 

fo ift bic (2w)5te ^artialfumme obiger Stcil^c offenbar 5^ + ^«, bic 
(2 w — l)^c aber 5^ + ^„_i . Scibe l^abcn alfo ben ©rcnsmert s + t. 
3m übrigen ift l^icr bic Semerfung 5 au^ § 4 anjutocnbcn. 
©tatt u^ + (— v^) + u^ + {-'V^)-\ fc^reibt man fiirjcr 

SBenn s^u^ + u^-\ , t-^-v^ + v^-] ift, fo lann man junäd^ft 

fd^Iic^cn — ^= (— Vi) + (— «^2) H — ^^^ ^^^^^^ ^^^" ^^^^ Stbbition: 
s — t=^u^—v^+u^ — v^-i — (©ubtraltion ber Slei^en.) 

«el^ctt mit <iofltiliett ©liebern. SBcnn atte u„ ^jofitiö^ finb, fo 

bilben bie 5ßartialfummcn bcr SRci^e ^i + Wg + % H eine ouft^ 

ftcigcnbc g^^l^nfolgc. 3n bcr lat ift 

1) @le bürfen aud^ gleid^ ^nU fein. 
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S3ei einer fold^en Stetige braud^t man nur gnjufe^en, ob s^ unterlgatb 
einer enblid^en (Srenje bleibt ober ob ed bei iune|ntenbem>i über aQe 
®ren§en »äd^ft. ^m erften gatte ift bie SReil^e lonöergent, im jloeiten 
galle biüergent. 2)ad ge^t aud § 5 ]^ert)or. 

@ine Steige mit ^ofitit)en.@Uebern ift bann unb nnr bann 
Iont)ergent, totnn i^re^artialfnmmen unterl^albeinerenb^ 
lid^en ®ren}e Hegen. 

8. S. ift bie aiei^e 

biüergent, meil^) 

nnb Yn bei junel^menbem w über alle ©renjcn wäd^ft. 
dagegen ift bie SRei^e 



12 ' 23 ' 34 

fonöergent. 3n ber %at ift l^ier 

'.-(i-ä+a-ö+-+e-dn)-'-.-Ti- 

SlOe ^ßartialfummen finb Meiner aU 1. 5)ie Summe ber SRcil^e lö^t 
fid^ l^ier fofort beftimmen. @g ift nämüd^ lim 5^ = 1, alfo 

1^ L + Jl. . J_ + ... 

1. 2^2. 3^3. 4^ 

Klterntetenbe Weilten Hom Srttnijfi^en Z^pn^. SBenn 

eine abfteigenbe golge ^jofitiöer Saluten ift, nennt man 

% — ^2 + ^8"-^4H — 

eine altemierenbe *) SReil^e öom Seibnijfd^en 1^^«^. SBenn man bie 
^ortialfnmmen einer fold^en aiei^c auf ber gal^Ienlinie marfiert, fo 
entfielet ein Silb, toie Sig. 19 eS jeigt. Um namüd^ üon ber ©tette 



1) 9Btr erjejett alle ©lieber ber ^artialfumme *„ burd^ bo« Ileinftc. 

2) Stttcmierenb l^eißt bie 9leil^e, »eil il^re OUeber u^, — w„ u^, — t*^, ... 
abioed^felnb |)ofitib unh negatib ftnb« 



1 
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jur erften $artialjutnme ju gelangen, ntug man fid^ um u^ nad^ red^td 
bemegen. (Sine S3en)egung um u^ naä) Unfö fü^rt bann jur jtDeiten 
^artialfumme, eine 93en)egung um u, nad^ red^tiS jur brüten uf». 
äRan ))enbelt alfo auf ber gfi^knlinie l^in unb l^er. 2)ie Sd^tt^ingungen 
— ^ merben aber immer Heiner unb ftei? 

-* • i • 1 — I — ner. ®o^er liegen bie 5ßun!te 

fo, mie Sig. 19 t^ anbeutet äßan fielet, ha^ 

\hf ^l)t (^4/ h)t iß^f h)t • • • 

ein Safe öon SuterbaOen ift (ügt § 6). (Ä, B) fei ba« ©rensinter^ 
öatt. Sl$ l^abe alfo bie auffteigenbc golge Sj, «4, -«ß, . . . ben ®renj5 
wert A, bie abfteigenbe golge «i, «sr ^6/ • • • ^c« ®renjtt)ert J9. 3)ie 

Sleil^e Wj — WjH-Wj — w^H lüirb bann unb nur bann lon^ 

bergent fein, wenn A^B ift. S)a nun 



j5 — j =limu 



n 



ift, fo ergibt fid^ folgenber Safe: 

Sine alternierenbe Steige t)om Seibnijfd^en X^t^ud ift 
bann unb nur bann lont^ergent, wenn bad allgemeine ©lieb 
ben ©renjwert ^lull l^at. %\t @umme s ber Steil^e ift in iebem 
ber S^terbaHe {s^, «J, U^, s^), ... entl^alten. 

Hilf olttt lonbetgcnte iRei|en. Die SReil^c m^ + Wf + w, H — l^eißt 
abfolut fonöergent, wenn |«i| + l^sj + jw«j H — lonücrgent ift. 
Um biefe Senennung ju red^tfertigen, muffen wir un§ juerft über- 
jeugen, bag bie ftouDergeu} ber jweiten Steil^e bie ber erften nad^ fid^ 
jiel^t. S)abei benufeen wir folgenbe Semerlung: 

SBenn immer O^a^^h^ ift, fo folgt au« ber Sonbergenj 

öon &i +&2 + 63H bie ftonöergenj öon a^ + a^ + a^-i 

SBenn nomüd^ atte ^artialfummen h^ + h^-] h *» unterl^alb einer 

enbßd^en Trense liegen, fo gilt bied um fo mel^r bon ben ^artial^ 
fummcn a^ + a^-] [-a^, Weil 

«1 + fl'a H h «n ^ ^ + ^2 H \'K 

ift. 

9lun l^at man 



n 
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3ft nätnlid^ «*«^0, fo lüirb^) 



W« I + «*n I I 4. I **fi I — **« /^ 



3ft aber u^ < 0, fo tt)irb 



2 2 IUI 

Su^ bcr ftottöcrgcnj ber SRcil^c | % | + | «^ | + 1 Wg | H — folgt alf o 
nacf) bcr obigen Semcriung bic Äonöcrgcnä bcr aicil^cn 

wi I + Wi _|_ K L+J«« , K ! -H^ j 



2 ' 2 ' 2 

Uttb 



u. 1 - ti^ _l_ I «, I -- u^ _|_ I Ms : — ^8 , 



2 • 2 ' 2 

3)a auiJ i^ncn burd^ ©ubtraltton bie Steil^e u^ + u^ + u^-\ 

entfiel^, fo ift pe ebenfalls fonöcrgcitt. 

äRan fte^t, ba| eine abfoint lonüergente Steil^e fid^ ftetiS 
al§ Differenj öon glüci fonticrgcnten SRcil^en mit nid^t ne^^ 
gatit)cn ®Uebcrn barftcllcn lögt. 

®^ gibt !ont)crgente Sleil^en, bie nid^t abfolut lonbcrgcnt finb. 3lt^^ 
inen mir j. 85. bie Stellte 

i/2^>/3 yi^ ' 

fo ift fie ate alterniercnbe JUcilftc öom Seibniäfd^en I^puÄ fonücrgcnt; 
benn ba8 allgemeine ®lieb ftrebt bem ©rengtoert StnH jn. 8lber bicfe 
Steige ift nid^t abfolut fonöcrgcnt, meil bie SRci^e 

1 + — + — + — H 

bitjcrgent ift (ögL @. 63). 
(Sine notoenbige ftontiergenjbeiiingttng. ^te Steige 

«*i + ^2 + % H — 

fei lontjcrgcnt unb l^abc bic Summe 5. 33ann ift 5 ber ®renjtt)crt bcr 
golgc «1, «2, Sj' • • -f ^^^ ö^^ *^^^ 5ßartialfummen bcr Seilte bcftcl^t. 
%uä) bie Solge 0, s^, s^, .., ^at ben ©rcnjmert s. S)a^cr l^at bie Solgc 



1) 3Ran erinnere ftd^ an bie ^ebeutung bed @l^mbold |tt^|. ^gl @. 20. 
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bett ©rcnjtpert ShiH. limw^=«0 ift alfo eine notmenbtge Son^ 
t)ergenjbebingung. ^anbelt ed ftc^ um eine alternierenbe Steige 
)3om Seibnijfd^en X^puS, fo ift biefe Sebingung mä^ ^inreid^enb 
(ögl. ©. 64). aber im ollgemeinen ift ba8 nid^t ber Satt, toie toir an 
ber Seilte 

14- — + — H 

fe^en. 
Siegt }. S3. bie geometrifd^e Steige 

öor, fo lönnen toir fofort fagen, bofe fie im Solle | a; | ^ 1 biöergent 
ift. 3n biefem goße finb nömlid^ oße ©lieber ber Steige i^rem Se« 
trage nod^ größer ober gleid^ 1. @g ift otfo bie Sebingung lim w^ = 
ntd^t erfüöt. 
SBenn |a;|<l ift, fo lonbergtert bie geometrifd^c SRei^e 

obf olut, b. i). bie kei^e 1 + j o? | + 1 a? |* H ift lonüergent. Um 

bieiJ }u erfenncn bilben toir bie w^te ^ortiolfumme^) 

unb bemericn, bofe fie Heiner ote 



1— ,Ä 



ift. Die ^ortiolfummen ber SReil^e l + |a;| + jic|*H liegen olfo 

unterl^olb einer enblid^en Orenje. 3)oi5 genügt, tt)ie toir toiffen, für 

bie Sonücrgenj biefer aiei^e. Domit ift bie obfolute Sonöergenj ber 

ateil^e l + x + x^-^ — fid^ergeftettt. 2)0 bei einer lonoergenten 3lei]^e 

ba^ allgemeine ©lieb bem ©renjtoert 9luß juftrebt, fo ift im ^aUt 

\x\<l 

liina;~ = 

unb bol^er 

lim (l+^H |-a;*-^)s= lim -:^ — = ;; 

^ ^ 1 — x 1 — X 

9Bir lönnen olfo fd^reiben 
(*) 1^ = 1+0^ + 0;* + ... (\x\<l) 

Slod^bem man fid^ bon ber ßonoergenj ber geometrifd^en Steige im 



1) SBgL gormel (♦) auf ©ette 6. 
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gaüc a; I < 1 üöcrjcugt ^at, lann man il^re ©ummc s aud^ in folgcttj^ 
ber SBctfc bcfttmmen. StuS 

unb au$ beiben ©leid^ungen ergibt fid^ burd^ ©ubtraftion 

5(1— a;) = l+0 + + --- = l. 
3um ©d^Iufe tooUcn toir nod^ bic Sieil^e 

betrad^ten, bie man aug 1 +a; + a?^H crl^äft, inbem man jcbc« 

Olieb burd^ feine Ableitung erfeit. 

3ni gaHe |a;|^l ift bei ber Seilte l + 2a? + 3a;»+--. nid^t 
einmal bie nottoenbige Kontergenjbebingung lim w„ = erfüllt. SBenn 
I o; I < 1 ift, fo ionöergiert bie Sleil^e abfolut. SBir fönnen namlid^ 

(t) l + 2la?| + ---+»|a?'""^ 

in bie n @nmntanben 

l + |aj|4 hj^ 

I a; I + ••• + I rc 



7t- 1 

n-1 



X 



n-1 



jerlegen. Da 

|ajK + ... + |ic ~-i=:i.=i^ — r'-^< 



X\ — \ X\ ^ \ X \ 



1 — la5| ^1 — Ire 

ift (ögl. @. 6), fo toirb bie Summe (f) Keiner atö 



1 — |a; 

fein unb erft red^t Heiner aU 

8 



\l-\x\)' 



2)amit ift bie Ronbergenj ber Sfleil^e l + 2|a;| + 3|ir|*H — be^ 

toiefen, unb toir toiffen jefet, baß bie Sleil^e l + 2x + dx^-\ im 

gaUe I a? I < 1 abfolut lonüergiert. Um il^re Summe / ju beftimmen, 
bemerlen toir, ba^ aui^ 

«'=l + 2aj + 3a;* + --- 
ojä' = + a? + 2x^ -\ 
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unb auj( 6etben Gleichungen 
Si» ift ba^er 



X 



il-x) 



,= l + 2a! + 3x'' + 



(I^I<1) 



3)ic Knfe Seite bicfcr ®Ieid^ung ift bic Ableitung tjon SBir 

feigen aV\o, bag man bic Slblcitung bon l+x + x^-\ — erl^att, in- 
beut man gliebn)cife bifferenjiert; b. 1^. icbciJ ®ticb bcr Steige burc^ 
feine Ableitung erfe^t. ®abci »irb notürlid^ I ^ I < 1 ongenommcn. 

§ 32. ^tAtn}xtyjtn. 

S(fö ^otenjreil^e bejeid^net man jebe Sieil^e bon bet Sorm 

UQ + a^x + a^x^-] 

Sine Üßotenirci^e ift §. S3. bie geometrifd^e Steil^e 1 i-x + x^-i 

Sinb foft atte Soeffiiientcn, b. 1^. faft alle a^, gteid^ Slutt, fo ift bic 
^otenjteil^e nid^td anbered atö eine ganje rationale Munition. 

Die erfte Silage, bie l^ier crlebigt toerben mu§, ift bie nad^ ber 
ffonöergenj ber 5ßotenjrei^cn. 

gebe ^otenjreil^e lonücrgiert für a; = 0, unb eö gibt ^otenjreil^cn, 
bie nur für a? — fonöcrgieren. Sine folc^e ift j. S5. bic Slcil^e 

x + (2xy+(3xy+"' 

Solange l^ier x^O ift, erfüllt bie Steige nid^t einmal bie Sebingung 

lim u^ = 0. 

8luf ber anberen Seite gibt c8 ^ßotcnjreil^en, bic für aüe SBScrtc 
t)on X fonücrgicrcn (beftonbig lonöcrgcnte ^ßotenjreil^en). ®inc 
fold^e ift }. ». bie SRei^e 

J)ie ©lieber bcr Slcil^e 



X 

V 



X 



X l^ + i 



f + J 



+ 



finb nämlid^ Keiner afö bie entf))re€^enben ©lieber ber Sieil^c 



X 
V 



+ 



X 
V 



v+1 



+ 



X 
V 



»'+2 



+ 



bie foitöergtert, fobalb | a: | < v ift. 



^otcnaretl^ett 69 

3u einer britten ©attung ton $ßotenärci^cn gehört bte geometrifd^e 

SReil^e l+x + x^'{ ©ie lonöergiert, wie mir miffen, mcnn | a; | < 1 

ift, aber aud^ nur bann, ©te fonoergiert alfo innerl^olb be^ Snter^ 
üalleS (— 1, 1) unb fonft nirgenb^. 

Die aieil^e öq + o^a; + a^x^ H fei nid^t nur für « = 0, fonbern 

anä) für x-^^Xq lonöergent (xq ^ 0). 2)a bie ©lieber einer lonber? 

genten Steige eine Slttttfolge bilben, fo liegen in jeber Umgebung bcr 

giutt, alfo aud& in bem Snteröall (-1,1) faft atte a^x^^ ©« wirb 

alfo faft immer*) bie Ungteid^ung 

1 



Xq 

ftattfinben. 2)araud entnehmen wir, ba^ bie golge 

(*) i«iL \a,t i«3r.... 

befd^ränlt ift. 

Umgelel^rt Iä§t fid^ jeigen, ba§, fo oft bie golge (*) befdirönft ift, 
bie Steige a^ + Oi^r + «jo?* -I nid^t blofe für a? = fonücrgiert. 

SBenn bie golge (*) befd^ranlt ift, gibt e« unter i^ren ©äufung«:^ 
werten einen grö|ten (t)gl § 11). Siefer ]^ei|e Ä. SBir woUen gu^^ 
ndd^ft annel^men, ba§ Ä nid^t gleid^ Stult ift. Sonftruieren wir 
um A eine Umgebung*) {Ä — SfÄ + s), fo liegen barin unenbtid^ 
Diele ©lieber öon (*). SBir fönnen aber fidler fein, bafe faft aDe 
©lieber t)on (*) Heiner aUÄ + e finb (ögl. ©. 23). S)ie Ungleid^ung 

Wirb bal^er unenblid^ oft, bie Ungleid^ung 

\aJ<{A + By 

faft immer ftattfinben. @^ wirb alfo unenblid^ oft 

\a,^\>{iÄ^B)\x\]- 
unb faft immer 

\a^x-\<{(A + e)\x\}^ 

fein. $at man nun (^ — a) | rr | > 1 , f o lann bie Stetige 

aQ + a^x + a^x^-\ 

nid^t !ont)ergieren, weil unenblid^ üiele ©lieber il^rem ©etrage nad^ 



1) b. % für faft alle SBerte bed Snbe; n. 

2) 8 beulen mit uns Heiner aliS A. 
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größer aW 1 ftnb, f o ba§ nid^t einmal bic Sebingung lim w„ = cr== 
fünt ift. $at man (ä + e)\x\<,1, fo finb bei ^jaffenb getoäl^ttem v 

bie ©Heber ber Steige |aXl + l«,.+i^'"*"N + -" ^^i«^^ ^^^ ^^^ 
entfpred^enben ©lieber ber londergenten Äei^e 

Sie Sleil^e aQ + a^x + a^x^ -\ ift bal^er abfolut lonöergent. 

SBir toiffen jefet alfo, ba^ bie Sleil^e a^ + a^x + a^x^ -\ nid^t 

lontjergiert, tpenn 

'x\> 



Ä-8 

unb abfolut Ion))ergiert, toenn 

ift. 
®a 6 befiebig öerMetnert toerben barf, fo lönnen toir aud^ folgen^ 

be§ fagen: 

Die SRei^e a^ + a^x + a^x^ -\ fonöergiert nid^t, toenn 

unb lontjergiert abfolut, toenn 

l-l<z 

ift. 

SBenn -4 =« ift, fo ift offenbar ber einzige ^öufungStoert öon 
(*), benn negative l^äufungi^toerte lann biefe golge nic^t ^aben, ttjcit 
fie lein negatitie« ®Iieb enthalt. 3m gaße ^ « ift atf o (bgl. § 4) 

lim|aj*=0. 



gaft immer finbet bie Ungleid^ung 
ftatt. Sobalb ba^er 

ki<; 

ift, !onoergiert bie Steige a^ + a^x + a^x^ -] — abfolut. S)a b bc^ 
ßebig tierHeinert merben barf, lönnen toir fd^Iie^en, bag bie Stetige 
ffir ade SSerte t)on x abfolut lonoergent ifi 

9Ran lann bie obigen Stefuftate in folgenbem Zl^eorem jufammen^ 
f äffen : 



^otenateil^en 
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A fei ber größte ^dufungi^toert ber Solge 



a 



II' 



«2 



a. 



i 



S5ann tft bic ^ßotcnjtci^c ao + aia? + a,ir' + 
öergent im gallc 



bit)ergent im SfoHe 



abfolut lon^ 






2)ai^ gi^tcrbatt (— j-, j^) nennt man bai^ Sonöcrgenjinter? 

üall ber ^otenjreil^e. Snnerl^alb beg ^onbergenjitttert^aneS 
ift alfo bie ^otenjrei^e abfolut Iont)ergent, au^erl^alb bei^ 
Äonbcrgenjittteroallci^ ift fie biöergent. SBie fie fid^ an ben 

(Srenjen ""^T ^"^ T ^^^^^^^' barüber läfet fid^ nid^tiJ Slffgemein^ 

gultigei^ fagen. 

Samit ber obige @a^ aQe brei Gattungen bon ^otenjreil^en um^ 
fa§t, muffen toir nod^ einige SSereinbarungen treffen. SBenn bie 
Solge (*) nid^t befd^ränlt ift, »oHen xoxx fagen, ba§ oo ber größte 

§äufung^n)ert ift, unb A burd^ cx> erfefeen. ~ fott bann foüiel be* 

beuten toie . ® aiJ fionbergenjinterbaH rebujtert pd^ in bief em gatte 

auf ben 5ßunft 0. ©nblid^ toollen toir, toenn A«0 ift, unter -^ 

fobiel toie cx> öerftel^en. S)a« Äonöergenjinteröatt ift bann (— oo, oo), 
unb ade ^abjitn liegen innerl^alb bei^felben. 

3um ©d^Iuft motten toir einen Safe bereifen, ber in bieten gätten 
bie 93eftimmung bed ^ondergenjintert^atte^ erleid^tert: 

@i^ ift immer 



lim I a„ r =» lim 



'n + l 

a 



toenn ber jnjeite ®renjtoert ejiftiert.^) 



©efeen toir lim 



a 



n + l 

a 



g, fo toerben faft atte 



a 



a 



3n)ifd^en 



g — « unb g + e liegen.*) 9lur eine enbüd^e Stnjal^I öon Stui^nal^men 

1) SBir nebmen natütUd^ 0.% bag fein a„ gleid^ 9luQ ift. 

2) 3m goue 8 = ift g — e burd^ ju erfe|en. 3m tJaÜe g > 0, 
mu^ man £<g annel^men. 
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tüirb c« geben, gft w = v — 1 ber größte ÄuiSnal^membej, f o werben 
bie Guotienten 



a 






a 



a 






alle jlDifd^en g — £ unb g + « entl^alten fein. Slun lönnen toir, faü^ 
w > V tft, f einreiben 






a 



n-l 



3)arau^ ergibt fid^^) 

l«J(9-0"-^<l«nl<l«J(3 + 0"-^ 

unb 

11 j_ 

{|«J(fl~0-M"(ö~0<l«nl"<(l«J(ö + 0-M'*(9 + 0- 

2Ron fielet ^ierau^ fofort, ba§ btc golgc (*) befd^rdnft ift "Sitm 
bie einfd^Iiegenben ®rö^en burd^Iaufen bei junel^menbent n Solgen 
mit ben Orenjtoerten g — « bjm. g + a , alf o jebenf ate bef d^ränlte 
Solgen. 3ft nun 1^ irgenb ein l^aufung^mert ber gotge {*), fo loirb 



a„|" bem ©renjtoert ^ juftreben, wenn n eine ^^affenbe leilfolge 
t)on v + 1, v + 2,... burd^Iauft. HuiJ ben obigen Ungteid^ungen 
folgt bonn (bgl. § 9, Sir. 8) 

2)a nun s beliebig flein getoä^It toerben barf, lann ^ nic^t t)on g 
oerfc^ieben fein, g ift alfo ber einjige ^äufung^toert ber bef(|ränften 
Soige (*) unb fomit i^r ®renjtoert (ogl. § 4). 

®er @a| gilt übrigeni^ and), toenn g ber uneigentßi^e &t^ni\otvt 



cx) ift. 3)ann loirb jcbe Qaf)t K bon faft allen 
unb cM 



a 






übertreffen, 



folgt 
alfo 



a 






>-Br, 



a 



•» + 2 



a. 



> Ä", . . . , 



v+i I 
a |>U l-K" 



a 



n 



a 



«-1 



>K 



n — v 



1^ £ 

a^\->{\a^\K--y'K, 



1) 3m Saue g = ftel^t in ben folgenben UngWd^ungen auf ber linten 
Seite 0. 
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S)ic redete Seite ftrebt bei junel^menbem n bem ®ren5toert K ju. 
S)a]^ct toirb faft immer 

i««i">f 

fein. S!)a Z" beliebig groß geioä^It Serben fann, fielet man l^ieraug, 
ba| jebe QaS)l öon faft aüen ®üebem ber golge (*) übertroffen toirb, 
ia^ biefc alfo ben uneigentttd^en ©renjtoert oo l^at. (Sgl. § ö.) 

SBir lönnen nun folgenben @a^ aufftellen: 

$at bie Solge 



«1 


t 


«8 


f 


«4 
«8 



ben (eigentlichen ober uneigentüd^en) ©renjtoert g, fo ift 

ia^ $ont)ergenjinterban ber ^otenjrei^e 

a^ + a^x + a^x^ -] 

Sn ber lat l^at bie golge (*) bann ebenfalls ben ®renjtoert g, 
ber jugleid^ ber einjige, alfo au^l ber größte ^äufung^toert bon (*) 
ift, fo ba^ Ä mit g jufammenfattt. 

§ 33. JDifer^tttteiiim Her p^tenjrttJjen. 

3n § 31 fa^en toir, baß man bie 8lbWtnng ber geometrifd^en 

gieil^e l+x + x^-] innerl^alb il^rc^ ffonöergenjinteröaUeS (— 1, 1) 

erholt; inbem man gliebn)eife bifferenjiert. SBir »erben iefet jeigen, 
ba§ biefe ©igenfd^aft bei allen ^ßotenjrei^cn befte^t, beren ftonber^ 
gen5intert)att fid^ nid^t auf Stuß rebujiert. 

«0 + ^1^ + ^2^*"' — f^^ ^^^^ 5ßotenjrei^e, beren Äonöergenj- 
interuatt {—q, q) bon Shitt üerfd^ieben ift. gnnerl^alb be« ßonbers 
genjinterbaße^ ^at fie an ieber Steße x eine ©umme f(x). SBir 
merben feigen, ba^ aud 

folgt 

f{x)^a^ + 2a^x-\- ^a^x^-\ . 

3unad^ft tooßen toir uni^ überjeugen, ba^ bie SReil^e 

Oj ■\-2a^x-\-^a^x^'\ 

baSfelbe ßonbergenjinterbaß l^at toie a^ + a^x -{- a^x^ -\ — . Offen? 
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bar ^at bic Steige a^ + 2a2X + 3a^x^-\ bcnfclbcn ^^axalttx tote 

a^x + 2a^x^ + 3a^x^ -] , b. 1^. bcibc Slcil^en finb Bleid^jcitig fon^ 

t)ergent bjtt). btoergent. Sd lommt alfo barauf an nad^jumeifen, bag 
bie Solgen 

benfelben größten ^äufungdti)ert befi^en. SRan lann jeigen, bag fie 
überl^aupt biefelben ^aufungi^merte l^aben, ba^ alfo j|eber ^dufung^:" 
toert ber crften gotgc jugleid^ ein ^dufunggttjert bcr jtoeiten ift unb 
umgelel^rt 
mx toiffen aui^ § 22, ba| im gaHc x>l 

X > log oj > 

ift; benn toir fteßten bort logx atö (Srcnjtocrt einer golge bar, bie 

in bem 3tttertjatt y^-—-, x—lj lag. Stud^ auf anberem SBege lann 

man bie Stid^tigleit ber obigen Ungteid^ungen leidet beftötigen. S)ie 
beiben gunltionen x — logx unb logx rebujieren fid^ namlid^ für 

a; = 1 auf 1 bjio. unb i^re Ableitungen 1 unb — finb für 

X X 

x>l ^jofitiü, bie gunitionen atfo für a?^! junel^menb unb bal^er 
für rr > 1 »jofitit). 
Schreibt man nun 

fo ergibt fid^ fofort, ba% 

ift. S)enn ber jtoeite gaftor, ^Silü:^ Meibt in bem Sitteröatt (0, 1), 

yfi 
2 

tocil^renb ber crfte, ,_ , nad^ Shttt lonbergiert. 

s)a y^" 

1 log n 



n^ =^c '' 



ift, fo folgte 

(t) limw"^ = c<> = l. 

1) ^ag aud lim/i=«0 folgt lim e^ »= e<^ » 1, erfte^t man aui? § 22. 
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3ft nun ^ ein ^äufungiJtocrt oon (*), fo toirb 

lim|aj~=^ 

fein, tpenn tnan n eine })affenbe leilfolge öon 1, 2, 3,... burd^^ 
taufen tagt. SBegen (f) ttjirb bann aber jugteid^ 



UmU" la,|*j— ^ 



fein, gebet ^dufungi^tDert t>on {*) ift alfo aud^ ein $äufungi^n)ert 
öon (**). 1 1 

3ft 1^ ein ©aufungiJtoert öon (**), fo toirb w» |a^|« bem Orenjis 
mert 1^ juftreben, n^enn man n auf eine paffenbe Zeitfolge üon 1, 2, 
3 , . . . befd^rdnlt. 2)ai^f elbe n)irb bann aber t)on 

1 i. 



n 



gelten, n^eil ber 3^^!^^ ben Strensn^ert \), ber 9lenner ben ®renjn)ert 1 
^at. geber $äufunggh)ert ber golge (**j ift atf o jugleid^ ein ^dufungg- 
toert bon (*). 

^af^ Obige gilt anä), totnn \) ber uneigentUd^e i^dufungdtoert oo ift. 

®ie ^tif)tai + 2a^x+Sa^x^-\ — , bie aug aQ+a^x+a^a^-] — , 
burd^ gliebtoeife 2)ifferentiation entfielet, l^at alfo badfelbe ftonbergenj^ 
interbatt (— ^, q) toie biefe. ©efeen toir für l^rl <^ 

ai + 2a^x + Sa^x^ H ^9{p)t 

fo !ommt t% jefet barauf an, ju jeigen, bafe f{^)='9{?^) ip- 

SBenn a? unb x + h beibe im gnnern beg SonbergenjinteroaUe« 
(- ^, ^) liegen, ift 

1 -(^i+(h 1 +«8 Ä + •••' 

alfo 

f{x + h)^f{x) , . Ka; + ^)' -^' 9^1 . 

J)ie (w — l)^te ^artialfummc biefer Steige lautet 

mtutf 197: ItomaleiDftti, 3nfiiiUefiina(te(|tiun0. 9. «uff. 6 
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mttm tm 

^4, + 0,^-1 h««^ =-/".<» 

film, 
9(4<^ Dem SRUte(fPfrtfa| (^t^gt § 29j tfl mtn 

Dafcii (Uflt /iL jtpife^en O unb ä, x„ aber stoifc^en a; unb « + /*„, 
a((u aiid^ i(to{f(^en o; unb x + h, 
%\t rvlPft^nte ^^artialfumme lä^t fid^ ie|t, ba 

ift, fo fc^vtibfn: 

Ci(? ift ba^^v l^rem tBeirage nad^ Keiner atö 

unb um fo m%x flelnev ald 

Uut^v r Vievfiebeu iPiv bi«b«i ««^ f^f^^ Sö^I jtoifc^n 'ar, unb 9. 
W(?uu * lunttjenb \\m \% \m\> r auc^ i\v\Wu x + ä unb ^ Kegen 

^^^ (^8^ Sig. 20). S)a« Bunten »ir 

-y- ;. I > '^T — »-^ an. S93€gen bcr fioitk^crgcss bcr 

^ ^ ^ ''^ Steige 2 Oj +3-2.0, r+.. 

'^^^^ ^ brattd^ loir mt* fen» Sorge ju 

macbtMt ^v unff^ru nftwlicb. ba| bk ^oten^rttbe a o, + 3 - So^r h — 
bi>^Jrtb^^ Sf<>um^«fnji»ttrwitt (— ^, e^ bat me a^ + ^ä^jt+So, jt^+ - - , 
Uttb ba| tittt 1^H)mbe in ^mn ibcf# SoBtttgoistKtatM&e^ dk^ 

V^^ffiMi mir Httit in bet Utt^lei^ig 
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konvergiert h nac^ 9luII, \o folgt l^ieraud 

,. f{X + h) — f {x) f ^ 

hm ' ^— ^ — ^-' =- g{x), 

b. 1^. fix) ejtftiert unb ift gleid^ g(x). 

§ 34. ;XnmenIiunsen. 

1. Die gunftion /'(x) = log (1 + a;) ^at bie ?lbleititng 
3ft nun |a;| < ij fo fönnen toir f einreiben (ogl. @. 66) 



2)iefe ^otenjrei^e ift aber bie Ableitung t)on 

«u^ f{x)=^q>\x) ober (/•~9?y = folgt (ügt. 6.56), bag 
/•(a;) - 9>(aj) = (7 ift (0 eine ßonftante). Da /"(O) = g?(0) = ift, 
ntufe aud^ = fein, unb man l^at atfo f{x)^(p{x), b. ^. 

• s 

(♦) log(l+a;) = ic-Y + y ' 

wenn |a;|<l ift. 

8ür 0? == 1 rebujiert fid^ bie Steige auf 

3)a$ ift eine alternierenbe äteil^e bom Seibnijfd^en X^pu^. 2)a i^te 
©lieber eine 5RuttfoIge bilben, ift fie fonöergent (bgl. § 31). 
Sejei^nen toir il^re Summe mit s, fo lönnen wir fd^reiben 

5-log(l+a;) = (l-a?)-|(l-aj«)+ J-(l-x)»-.... 

3m gatte < a? < l ift bieiS Wieber eine afternierenbe SReil^e t)om 
Seibnijfd^en I^pug. Um ju erlennen, bafe wirflid^ 

ift, bemerfe man, ba§ biefe Sunltion jwifd^en unb 1 bie negative 
Ableitung 

6* 
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fjat, alfo in bem gntcröatt (0, 1) abncl^mcnb tft. gür a; = 1 rcbuäicrt 
fid^ h\f gunition auf 0. «Ifo ift fic atoifd^cn unb 1 ftctg pofxüD. 
S)a nun bei einer altemierenben Stetige t)om Seibnijfd^en X^^ud bie 
Summe jtoifd^en je jtpet aufeinanber folgenben 5ßartialfummen ent- 
golten ift, lönnen nnir bie Ungleid^ungen 

aufftetten. ßaffen tt)ir je|t x nad^ 1 lonöergieren, fo ftreben bie ein^ 
fd^tteBenben @xö^tn bem ®renin)ert 9tnU ju. 2)aiSfeIbe tut bann 
s — logXfi. i), e8 ift s — log 2 — 0. 3)ie ©leid^ung (♦) gilt alfo auc^ 
für rr-l. 

gflr a? — — 1 gilt fie bagegen nid^t, toeil bie Rei^e 

^+Y + T + *" 

bitjergent ift nnb aud^ log (1 + x) leinen ©inn i^at. SBäre jene SRei^c 
fonöergent unb <s i^re Summe, f o l^ätte mon für — 1 < a? < 

— log(l+a;)== — rc + y — yH <a. 

SBenn man nun x^ 1 fe^t (n = 1, 2, 3, . . .), fo ergibt fid^ 

log n < <J, b. ]^. n < c^. 
©obalb n>e'' ift, l^aben tpir einen Saäiberf^)rud^. Sie SReil^e 

1+T + Y + --- 
ift alfo biöergent. 

SBir fe^en, bafe bie Steige a? — ^ + 1 fiberati, n^o fie 

lontergiert, bie ©umme log(l + a;) l^at. 

SBir moUen jefet »ieber \x\<l annel^men. ffirfefct man in (*) x 
burd^ —X, fo ergibt fid^ 

(**) log(l-ir) ^-y- 3 • 

Subtrahiert man (**) tjon (♦), fo finbet man 

log[±|»2(.+ |- + |-' + -) (W<1) 
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ober, tüenn man 
fefct, 

cv) %-M(^)+T(Si)*+-HSi)+-i 

®icfe ©leid^uttfl gilt für jebe^ ^jofittüc z. ®cr Scbinguttg 
|a?|<l entfprid^t nämtid^ bic Sebtngung z>0, 

©efet ntan in (\*) -2: = (w + 1) : w, n)obci w > fein möge, fo ent^ 
fielet bie gormet 

(***)log(n + l)-log«=2{2-^-i + |(,-^)+...l. 

SBir JDotten jeigen, tt)ie man mit i^rer ^Ufe bie SogariH^men ber 
bret crften ^ßrimial^Ien 2, 3, 5 finbet. 

@tnb n nnb «+1 jtoei ganjc So^W^t ^i^ '^i^^ anbem ^ßrim*^ 
faftoren att 2, 3, 5 entl^alten, fo tft (***) eine lineare ©leid^ung mit 
ben brei Unbelonnten log 2, log 3, log 5. S:ie red^tp ©eite läßt fid^ 
um fo bequemer bered^nen, je größer n ift. 

Senufet man j. 8. bie So^^tnpaaxt 

15 «3 -5, 16 «2*, 

24 = 2«. 3, 25 = 5^ 

80-= 2*- ö, 81 «3^ 

fo erl^dlt man bie folgenben ©leid^ungen jur Seftimmung öon log 2, 
log 3, log 5: 

41og2-log3~log5-2J^ + 3.^, + ---)-2^, 
21og5~31og2-log3-2J/- + 3.4y8 + ---| = 25, 

41og3~41og2-log5-2{-J- + 3-Jg^3 + ...)«2a 

Soft man biefe ©leid^ungen auf, fo finbet man 

log 2 «14-4 + 105 + 6 (7, 
log3 = 22^+16J5 4-10(7, 
logö- 32^ + 24-5+14(7. 
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Scfd^ranft ttion \\ä) bei bcr Slcil^c Ä ouf bic bcibcn crftcn ©lieber, 
fo ift bcr geiler 



1 1 



i T U -1 7 "T 



Hemer aU 

^_fl + J:+..A= l ^ ^_ 

6. 31* \ ^31»^ / 6.31«(31*— 1) 6. 81». 30. 32 

Sei 32-4 Jüirb ber geiler alfo iebenfato Heiner fein atö 1 : (5 • 30*). 
3loä) Heiner toirb ber gel^Ier bei 245 unb 140, h)enn man anif bort 
nur bie beiben erften SReil^englieber berfidfid^tigt. Sei log 2, log 3, 
log 5 entfielen alfo ^tf)Ux, bie Heiner finb ate 

3:(5.30*) = 1:(135.10*), 

mitl^in fidler Heiner ate 1 : 10^, b. 1^. Heiner aö eine Sin^eit in bcr 
fed^ftcn 3)ejimate. 

SBir übcriaffen eg bem Sefer log 2, log 3, log 5 nad^ biefer SWetl^obe 
ju bered^nen, ebenfo log 10 = log 2 + log 5. S)imbiert er log 2, log 3, 
log 5 burd^ log 10, fo mfiffen bie gemeinen Sogarit^men bon 2, 3, 5 
^craui^Iommen , n^ie fie in einer fünffteüigcn Sogaritl^mcntafel ju 
pnben finb. 

2. S)ie gunition /•(«) = arctg a; l^at bie Stbleihing (ögL § 26) 

3ft nnn x^<l, fo fönnen toir fd^reiben 

3)icfe 5ßotenjrei^e ift aber bie 3lbleitnng öon 

3lug f{x) = (p\x) folgt /"(a;) - g>{x)^C, nnb ba/'(0) = g>(0) = 
ift, mufe (7-0 fein. ®8 gilt fomit für aj«< 1 ixt ®Ieid^nng 



x^ . aj* 



(t) arctga; = a; — y + y . 

Sic gilt, toic h)ir jefet jcigcn n^otten, anc^ für a;^ « 1. ®i^ genügt 
offenbar ben gatt a; = 1 jn erlebigcn, toeil arctg (— a;) = — arctg x 
ift. Solange 0<a;<l ift, fönnen toir an^ (f) entnel^men*) 

~ iT^Ü^^ätten ttJir (@. 77) bei log (l + x) öorgel^en lönnen. 
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SDenn e^ l^anbelt fid^ um eine altemierenbe Stetige dorn Seibnijfd^eu 
I^^ju^. Saffen toir x nad^ 1 fontjergieren, fo er ergibt jtd^ 

SBenn \t%i p über olle ©rcttjen toad^ft, lonbergieren bie einf d^Kelen^ 

ben ®rögett naä) 1 — y + y • Sllf o ift auä) arctg 1 ober ^ 

gleid^ biefer Slei^e. SBir erl^often auf biefe SBeife bie Set6mjj'c^e gomtel 

« 11 

4 3^5 ' 

bie übrigens jur numerifd^en Sered^nung bon n l^öd^ft ungeeignet ift. 
@ine für biefen gtoedt fe|r geeignete gormel erl^ölt man, toenn man 

öon bem Sogen « au^gel^t, beffen Xangenä gteid^ y ift. 3Ran l^at bann 

. ^ 2tga 6 



olfo 



1— tg*a 12' 

, . 2tg2a 120 

*^^"=l~tg«2a = ri9' 



tg(4«-f) = 



2lu§ 



unb 



. , , ^ . Ä 289 
l + tg4atg-- 



4a--J«arctg2^- 
a = arctg — 



folgt aber 
b. ^. 

4 \6 86»^ / \289 8 • 289» ^ / 

©§ gibt ein franjöfifd^eS ®ebi(^td^en, mit beffen ^ilfe man fid^ bie 
31 erften Ziffern bon n merlen !ann. @« lautet: 

Que j' aime a faire apprendre un nombre utile aux sagest 
Immortel Archimede, artiste Ingenieur, 
Qui de ton jugement peut priser la valeur! 
Pour mpi ton probleme Qut de pareils avantages! 
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(grfe^t matt l^icr jcbcS SBort burd^ bic Slttja^I feitter Sud^ftobett, 
fo etttftel^cn bie 31 crftctt giffertt öott yt. ipititcr btc crflc tttug bag 
Somitta gefegt tperbett. 

3. SBir njottctt öcrfud^ett eittc ^otcttjrcil^c ju jtitbctt, bic für alle 
SBctrtc öon a; bic ©uttttnc e* ]§at. SBir bcnufectt babci eine bcrul^mtc 
t)on Scibni} ^crräl^rcttbc 9Jtctl^obc, bicäRctl^obe bcr uttbcftitntntctt 
ßocffijictttcn. S). 1^. toxv fcjctt bie $otctijrci!^c tttit unbeftititttttett 
ßocffigictttctt att. (£d fei alfo ^r aKc äBcirtc t)ott o; 

3)atttt folgt ttad^ § 33 

^""«i + ^OgaJ + Sagrc^H ; 

betttt c* l^at bic Slbleituitg e*. SS ttiu§ bal^er für aöc SBcrte öoti x 

^ — ^0 + (2«8 — «i)^ + (3ö8 — «2)^^ H = Ö 

fein. SBir l^aben l^icr eine 5ßotetiärci]^c öor ung, bie itiitcrl^alb 
il^reS £ottt)crgett)itttertvane^ überall bie Sutttttte SlttU l^at. 
@g fiitb baitit, h)ie tt)ir gleid^ ^eigeti »crbctt, alle ßoeffijietttett 
gleid^ SluU. gtn öorlicgeitbctt gallc tnüffett alfo bie (Blcid^uttgen 
ftattfitibett: _ _ 

S)a c® = 1 ip, ittufe mi) Oq^I feilt, tititl^in 

«1 = 1/ ^2 ""172' ^»""rYTs' •• • 

Die ?(5otcnjrci]^c, bic loir fud^cn, lautet alfo 

^1^12^1.2.3^ 



Da l^ier 



lim 






-0 



ift, lonticrgiert fic für aUt SBcrte öoit x (ögt. ben Sd&Iufe i)on § 32). 
Stentten loir bie ©uttitne bcr SRcil^c (p(x), fo toiffett toir öott (p(x), ba§ 

9)(0) = 1 uttb (p\x)^<p(x) 
ift. Der Ouotient^) (p(x):ef' l^at bie Slbleituttg 



>2a; 



= 0. 



1) c«' ift Tite gleid^ Sfhttt, S)a]^er bütfctt toit butd^ «* btt)ti)iereti. 
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©al^er ift <p(x):e''^C, unb bicfc ftonftantc mu^ Qldö) 1 fein, locil 
g)(0):e® = l ift. 2)amit l^oben wir bic ©tcid^ung 



X . X* . X' 



in oHcr Strenge betoiefen. Sefeen loir ä;= l,.fo ergibt fid^ 

e-i + Y + iT2 + i:2T3 + ---' 

eine fär bie angenäl^erte SSered^nung t)i)n e \t^x jtoedmägige tlformel. 
©efd^rönlt man fld^ anf bie n+ 1 erften ©lieber, fo ift ber gel^Ier 
Heiner afö 

fo ba^ e jtoifd^en 
unb 

entl^alten ift. 

i^infid^tlid^ bei^ oben benn^ten ^ilfdfa^ed bemerlen toir folgenbed: 
Sind 

folgt nad^ § 33 

q + 2CaiC + 3c8rr«H 0, 

3-2c8 + 4-3-2c4a;H = 0, 



Sefet man in allen biefen ©letd^ungen a; = 0, fo finbet man 

^0 == ^1 = ^3 == • • • =" ^• 

4. 3ttttt @d^Iug tonVitxi tovc eine ^otenjreil^e fud^en^ bie innerhalb 
i^re« ftonöergenjinteröatte« bie Summe f{x) « (i + a?)'' « c^ iog(i +«) 

^at^. 8tuS 

(1 + a;)^ = ör^ + «lO; + a^x'^ -\ 

folgt 

liL(l+xY^'^^a^ + 2a^x + Za^x^-\ . 

1) 9Bit nel^men an, bag {l Don 0, l, 2, 3, . . . berfd^ieben tft. ^amtt 
log (1 -f- x) einen Sinn l^at, muffen toxi a; > — 1 t>otan«fe^en. 
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toenn tuir 

«0 + »1 ^ H 1- «« ^" = /» (^) 

unb 

fe|en. 
5Ra^ bem aRittdtPcrtfafe (tjgl. § 29) tft nun 

S)abei liegt ä„ jtoifd^en unb h, x^ aber jtoifc^en x unb a^ + Ä«, 
olfo oud^ jnjifd^cn a? unb x + h. 
2)ie ertoal^nte $artial[umme lägt fid^ je^t, ba 

^/(a?) = 2aj + . . . + n(w - l)a„a;"-^ 

ift, fo f einreiben: 

Ä„{ 2aj + 3 • 2a,a?„ + • • • + »(w - l)a„ir/-«} . 

Sie ift ballet il^rent ©etrage naä^ Heiner alg 

|Ä|{2|a8| + 3.2|a8|r+... + «(n-l)|a„|r"-^} 

unb um fo mel^r Heiner al§ 

|Ä|{2|a8| + 3-2|a3|r + .-.}. 

Unter r öerftel^en toir l^ierbei eine fefte 8ö^I äh)if(^en |aj| unb 9. 
SBenn 7* genügenb Hein ift, toirb r aud^ jnjif d^en \x + h\vivi>q liegen 

^^^ (tjgl. 5ig. 20). 3)a« nehmen mir 

— an. SBegen ber ftonöergenj ber 



" ♦ I 



t I ii I i. 



a^\ + Z'2\a^ 



r + 



'^'^ X r Q cn •<; ft 

9*ei^c 2 ^, . 
®^*' ^^' broud^en toir un^ leine Sorge ju 

mad^en. 3Bir »iff en nämlid^, bafe bie ^ßotenjreil^e 2 a^ + 3 • 2 «g ^ H — 
ba^f elbe fionöergenjinteröaü (— Q,q)i)aiXoxta^ + 2a^x-\-Za^x^-\ — , 
unb bag eine ^otenjrei^e im 3nnem i^red $ont)ergenjintert)aIIeiS ab^^ 
folut fonöergent ift. 
Saffen toir nun in ber Ungleid^ung 

bad n unbegrenjt junel^men, fo ergibt fid^ 

K(«_+J0-A^_^(^)|^|;,|{2!a,l + 3.2!«3|r+---}. 
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ffonöcrgictt h nac^ 3iutt, fo folgt ^icrou^ 

lim ' '—j^ — ^-' = g{x), 

b. ^. /"'(«?) ejifticrt unb ift glcid^ gix). 

§ 34. %imtvS^ViXi%t\{^ 
1. 3)ic guttftion f(x)^\og{l + x) ^ai bic Slblcitung 

3ii nun ia?| < li fo lönnen toir f einreiben (ögt. @. 66) 

= 1 — x + x^ . 



l+x 

S)icfe 5ßotcnjrci^c ift aber bic Ableitung bon 



Ä* . x^ 



fp(x) = x— ^+ . 

?lu^ f(x)==(p\x) ober (/-— g)y = o folgt (ögl. ©.56), bag 
/•(a;) ~ 9(ir) - ift (0 eine ftonftante). Da /-(O) « 9(0) = ift, 
ntui anä) = fein, unb ntan l^at alfo f(x) = (p(x), b. 1^. 



Ä* . aj* 



(*) log(l+a;) = a;~Y + -3- ' 

toenn |ä;|<1 ift. 

afttr rr = 1 rebujiert fid^ bie Steige auf 

Dag ift eine alternierenbe Sleil^e öom Seibnijfd^en I^pug. S)a il^xe 
©lieber eine Stottfolge bitten, ift fie fonöergent (bgl. § 31). 
Sejeid^nen toir i^re ©urame mit s, fo lönnen mir fd^reiben 

5~log(l+rr) = (l-a:)-|(l~a;«) + |(l-^)»-..-. 

3ni gatte < a? < l ift biei^ ttjieber eine alternierenbe Sleil^e bont 
Seibnisfci^en Ztf)i>n^. Um ju erlennen, bal n^irlüd^ 

-(1— ir«) L^^(i-a;« + i)>0 

ift, bemerfe man, ba§ biefe Sunition jn)ifd^en unb 1 bie negatiüe 

^[bleitung 

" —af-^ + x'' 

6* 
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^ai, atfo in bcm gntcröaH (0, 1) abncl^mcnb tft. gür x = l rcbujiert 
fic^ b|f gunftion auf 0. »Ifo ift fic atoifd^ctt unb 1 ftetg po\\ü\). 
2)a nun bei einer aftemierenben Steil^e t>om Seibnijfd^en XQ))ud bie 
Summe jtoifd^en je jtoei aufeinanber folgenben 5ßartialfummen cnt== 
galten ift, lönnen toir bie Ungleid^ungen 

(l-fl;)-y(l-a;«)<5-log(l + a;)<l-a; 

auffteUen. Saffen mir j|e|t x nai) 1 !ont)ergieren, fo ftreben bie ein« 
fd^Iiegenben ©rögen bem ©renamert 9luII ju. 2)adfelbe tut bann 
s — logx,i. f). t» ift 5 — log 2 = 0. 3)ie Oleid^ung (♦) gilt olfo auc^ 
für oj-l. 
gür rc — — 1 gilt fie bagegen nid^t, tpeil bie Äeil^e 

1 + Y + Y -f. .. 

biöergent ift unb aud^ log(l + x) leinen Sinn f)at SBare jene Steige 
fonöergent unb a i^vt Summe, f o l^ätte man für — 1 < a? < 



Ä* X* 



— log ( 1 + a;) = — ir + -g- — y + • • • < <y. 

S33enn man nun o? = 1 fefet (n == 1, 2, 3, . . .), fo ergibt fic^ 

log « < <y, b. 1^. w < c^ 
©obatb » > e^ ift, l^aben toir einen SBiberf<)ru(i^. 3)ie SReil^e 

1+T + T + -- 
ift alfo biüergent. 

SBir feigen, bafe bie Sflei^c ^ — ^'^T überall, \oo fie 

fonöergiert, bie Summe log(l+a5) l^at. 

SBir tüoHen jefct toieber | a; | < 1 annel^men. Srfefet man in (♦) x 
\>nv6) — X, f ergibt fid^ 

(*♦) log(l — a:)-- — ir — y — y . 

Subtrahiert man (♦♦) ijon (♦), fo finbet mon 
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ober, toenn man 
fe|t, 

(V) '««'=M(f^)+l(Si)*+T(m)+-i 

S)icfc ©Icid^ung gilt für iebc^ ^)ofitiöc 0. 5)cr Scbingung 
|a5|<l entfprid^t ttämlid^ bic Sebttigung z>0. 

©efet ntott in (\*) z^(n+l):n, tt)o6ct w > fein möge, fo cnt^ 
fielet bie gormet 

(***)log(« + l)-logn=2{^-^.^. + i.(,-^)%...). 

SBir looüen jeigen, mie man mit il^rcr $üfe bie Sogarill^mett bcr 
brei erften ^rimjol^ten 2, 3, 5 finbet. 

©inb n nnb n + i jtoei ganje S^W^t We (eine anbem ^ßrim^^ 
faftoren aü 2, 3, 5 entl^aüen, fo ift (:je**) eine lineare ©leid^nng mit 
ben brei Unbelonnten log 2, log 3, log 5. S;;ie re(^t? ©eite lafet fic^ 
um fo bequemer bered^nen, je größer n ift. 

S5enu|t man j. S5. bie So^ltnpaaxt 

15=: 3. 5, 16 = 2* 

24 = 2». 3, 25 = 5^ 

80=-2*-5, 81 = 3*, 

fo erl^dlt man bie fotgenben ®Ieid^ungen jur Seftimmnng öon log 2, 
log 3, log 5 : 

41og2-log3-log5 = 2J^ + -ij, + ...)=2^, 
21og5-31og2~log3 = 2J^~ + 3-^-3+--) = 2J5, 

41og3-41og2~log5 = 2{jij + 3T-j6Ts + '--H2^- 

Soft man biefe (Sleid^ungen auf, fo finbet man 

log 2 = 14^ + 105 + 6 0, 
log 3 = 22^+165 + IOC, 
log 5 = 32^ + 24-5+14(7. 
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Scf(^ränft man \\ä) bei bcr Sleil^c Ä auf bic bciben erftcn ®Iicbcr, 
fo ift bcr geiler ^ ^ 

Ilettter aU 

6.31H "''ai*'^ / 6.31»(31« — 1) ö. 31«. 30. 32 

Set 32 Ä lüirb ber geiler alfo iebenfatt^ Heiner fein atö 1 : (5 • 30^. 
ytoä) Meiner njirb ber gel^Ier bei 24: B unb 140, menn man aud^ bort 
nur bie beiben erften Sleil^engtieber berüdfid^tigt. Sei log 2, log 3, 
log 6 entfielen alfo Sel^Ier, bic Heiner finb atö 

3:(5.30*) = 1:(135-10*), 

mitl^in fidler Heiner atö 1 : 10®, b. f). Heiner atö eine Sin^eit in ber 
fed^ften 3)cjimale. 

SBir überiaffen e^ bem Sefer log 2, log 3, log 5 nad^ biefer SRetl^obe 
ju bered^nen, ebenfo log 10 = log 2 + log 5. 3)it)ibiert er log 2, log 3, 
log 5 burd^ log 10, fo mfiffen bie gemeinen ßogaritl^mcn bon 2, 3, 5 
]^erauS!ommen , toic fie in einer fünffteHigcn ßogaritl^mcntafcl ju 
pnben finb. 

2. S)ie gunftion f(x) = 8,Tcigx l^at bie «bteitung (bgl. § 26) 

Sft nun x^<l, fo fönnen ioir fd^reiben 

= 1— ir^ + ÄJ* . 



l+x' 
3)iefe ^ßotenjreil^e ift aber bie Ableitung öon 

tpiV^X-j + j^ . 

2lu8 f{x) = <p'(x) fotgt f(x) -<p{x)'= C, unb ia f(0) = 9,(0) = 
ift, raufe C=0 fein. ®ä gilt fomit für a;*<l bie ÖJIeid^ung 

(t) arctg aJ = a; — y + -y . 

Sie gilt, toie toxx jefet jcigen tootten, aud^ für a;^ = 1. ©« genügt 
offenbar ben gall rr = 1 ju erlebigen, toeil arctg (— a;) = — arctg x 
ift. Solange 0<a;<l ift, fönnen mir aug (f) entnommen ^) 

a;« x4p—\^ , . ÄJ» a;4p + l 



X 



1) Sl^nlid^ Ratten xoxx (6. 77) Bei log (i + x) üorgcl^en (önnen. 
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Senn e^ l^anbelt fid^ um eine altemierenbe Stetige dorn Seibnijfd^en 
X\)pu^. Saffcn toix x naä) 1 fonöergteren, fo er ergibt fid^ 

1 — jT + • ' — Ä -v ^ arctg 1 < 1 — ^ H h -. — r^ • 

SBenn iti^tp fiber alle ©rcnjen toad^ft, lonöergieren bie einfd^Ite|en^ 

ben ®rö6en nad^ ^ "" y + T • ^^f*^ ^f* ^^^ *^^& ^ ^^^^ T 

gleid^ biefer Steige. SSBir erl^alten auf btefe SBeife bie Seibnijfd^e gomtel 

X 11 

4 8^6 ' 

bie übrigen^ jur numerifd^en 93ered^nung t)on tt l^od^ft ungeeignet ift. 
Sine für biefen gtoedf fe|r geeignete gormel erl^ält man, toenn man 

tjon bem Sogen cc auggel^t, beffen langend gleid^ y ift. SRon l^at bann 

2tga 6 



tg2a 
tg4a 



alfo 



1— tg*a 12' 

2tg2Q: 120 

1— tg«2a""Tl9' 



tg4a — tg- 
tg(4«-^) = 



2lu§ 



unb 



folgt aber 



. , . ^ . « 239 
l + tg4atg-^- 



4c,_^==arctg^ 
a = arctg -v- 
. = 4 arctg — — arctg 



239 



b. ^. 

T "" vT "■ 8 .~5» "^ / "" V239 ~" 3 . 239* "^ /* 

©^ gibt ein franjöfifd^e^^ ©cbid^td^eu, mit beffen ©ilfe man fid^ bie 
31 erften giff^^n öon tv mericn !ann. ffi^ lautet: 

Qae j' aime a faire apprendre un nombre utile aux sagesi 
Immortel Archimede, artiste Ingenieur, 
Qui de ton jugement peut priser la valeur! 
Pour mpi ton probleme Qut de pareils avantagesi 
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(Srfe^t man l^ter iebed SEBort burc^ bie ^ttja^I fetner Snd^ftaben, 
fo entftel^en bie 31 erften Sitten t)on jt. hinter bie erflc mn| boS 
^ornma gefegt toerben. 

3. 3Bir n^oQen berfnd^en eine ^otenjreil^e {u ftnben, bie für aUe 
Sßerte Don o; bie @nntnte e' ^at. 3Bir benu^en babei eine beräl^ntte 
bon Seibnij ^errfil^renbe SJletl^obe, bieSRetl^obe ber nnbeftimntten 
Koeffizienten. 2).^. toir fe^en bie ^otenjreil^e mit nnbeftimmten 
ßoefftjienten an. di fti alfo ffir aUt SSerte bon x 

ö'^'Oo + öiic + agic^H — . 

3)ann folgt nad^ § 33 

^"«i + SOgrr + Sajaj'H ; 

benn e* l^at bie Stbleitnng e*. (Sä mng bal^er für äße SBerte öon x 

04 — flfo + (2cfj — «i)«? + (308 — «2)^* H = Ö 

fein. äBir l^aben l^ier eine ^otenjreil^e t>or und, bie innerl^alb 
il^reS föont)ergen)intert>anei^ überall bie Summe SluII l^at. 
®§ finb bann, toit toxt gteid^ jeigen toerbcn, alleftoeffijientcn 
gleid^ 9luU. gm t)orIiegenben gaDe muffen alfo bie @Ieid^ungen 
ftattfinben: . ^ 

2)a c® = 1 ift, mu6 aud^ «o "= ^ f^^^f mitl^in 

«1 = 1/ ««-172' ^B = iT2T8' *•• 

Die ?J5otenjrei^e, bie toir fud^en, lautet alfo 

27 SC Xi 

^ + T + iT2 + r:2T8 + '"- 



Da l^ier 



lim 



«n 



«0 



ift, lontiergiert fie für alle SBerte öon x (dgl. ben ©d^Iu^ t)on § 32). 
Stennen toir bie Summe ber SReil^e (p{x), fo wiffen toir öon ^(a;), ba§ 

g)(0) = l unb (p'(x)^g>(x) 
ift. J)er Quotient *) <p(x):e' ^at bie «Meitung 

e*g)'(ic) — ^(p{x) 



9%X 



= 0. 



1) ^ ift nie gleid^ 9htll. Salier bfltfen toir burd^ <^ btuibteren. 
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©ol^er ift q>(x):e''^C, unb bicfc ftonftantc muß glcid^ 1 fein, loctl 
9(0):e® = l ift. Damit l^abcn wir bic (Stcid^unö 



X , X* . x^ 



in aller Strenge beriefen, ©cfeen wir ä;= l,.fo ergibt fid^ 

eine für bie angenäl^erte Sered^nnng üon e fel^r jtoeclmaftige Sormet. 
Sefd^rönlt man fld^ anf bie n + 1 erften ©lieber, fo ift ber gel^Ier 
Keiner afö 

fo bag e itox\i)tn 
nnb 

1 j_--^_L A j L Jl j__^ . 

entl^altcn ift. 

^infid^tlid^ ht^ oben benn^ten ^ilfdfa^eiS bemerfen toir foIgenbeiS: 
9Ing 

folgt nad^ § 33 

Ci + 2c8a: + 3c3aj« + 0, 

3-2c8 + 4.3-2c4a;H = 0, 



©efet man in allen biefen ©leid^nngen x = 0, fo finbet man 

^0 "== ^1 = ^2 = • • • = ^• 

4. Qum ®ä)lvii tooHen toir eine ^ßotenjreil^c fud^en, bie innerl^alb 

il^reiJ ftonoergenjinteröaüe« bie Summe f(x) « (i + o?)^ « c^ iog(i +«) 

l^at^). 2lu3 

(1 + xy = öTo + '^i^ + ^s^^ H — 
folgt 

ft(l+fl?)-"-^«ai + 2oja; + 3a8a?*H . 

1) aSöir nel^men an, baft (i öon 0, l, 2, 8, . . . öcrfcJ^leben ift. ^amtt 
l<>g(l +^) ^«wi Sinn ^at, muffen toir a;> — 1 t>orttiiÄfe|jen. 
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SRuItt^jüjicrt man mit 1 +x, f o ergibt fid^ 

^ ( 1 + a?)^ = aj + (ai + 2 a,) a; + (2 aa + 3 Og) rc» + . . . . 
(S§ ftnben alfo folgenbe ©leid^ungen ftatt: 

<*i = f*«o/ «i + 2a2 = |iiai, 2aj+ 3a3==|i*a2, .... 
J)a 1^ = 1 ift, mu^ «0 = ^ f^^"- ®i^ ^ßotenjrci^c loutet bal^cr 

1+Y^ + -Y72— ^ + 17273—^ +•••• 

ßicr iff 

ntitl^in 

lim ^^^* = - 1 unb lim 



«n 






1. 



®ie 5ßotcnjrct]^c l^at atfo ba§ ffonöergenjintcröatt (—1,1). gnttcr^^ 
l^alb bicfcg 3^tcröaIIc8 ift, tote tt)ir jc^t jeigcn njcrbcn, il^rc Summe 
(1 +xy, Sejeid^nen tüir ttämlid^ btefe Summe mit (p(x), fo ift 

(l+x)(p\x)=^fi(p(x), 
alfo 

f / \ i^^(x) __ ft(l+a;f ~'qp(a;) __ f(x)(p(x) 

9>W-i^x- (i + xr "" /^(o;) 
unb 

f{x)g>'(x) - f{x)<p{x ) {q>{x)Y^ 

©terauS folgt 

unb ba 9(o) = /-(0) = l ift, mufe aud^ 0=1 fein. 2)amtt ift fot 
gcnbe 3ormcI betüiefen*) 

(l+^)u»l+±^ + K^J)^3 + .... (lo^Kl) 

aWon nennt fie bie 9lett)tonf(^e Sinomialformel. 

SBenn ft eine ^jofitiöe ganje ^oüH ift, braud^en toir bie Sebingung 
I .r I < 1 nid^t mcl^r. S)ann geftattet fid^ aud^ ber SBetoei^ bcr Sormel 
nod^ einfad^er. 3Ran toeife öon öornl^erein, bafe (1 + xY eine gonje 
rationale gunftion ft^en ®robc8 mit bem Änfangggüebe 1 ift, atfo 

(1 + rr)^ = 1 + «la;* + a^x^ H \- a^xf". 



1) @iS bliebe nod^ übrig bie (^ültigfeit biefer gformel an ben ©renken 
be$ ;^ntert)alled ^u unterju^en. darauf gelten nnr aber ^ier nid^t ein. 
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3)urci^ Differentiation finbet man 

|Li(l +a?y'""^ = ai + 2a^x-\ \- (la^af"^, 

@g ifi alfo 

f*(l + xy^ = a^ + (ttj + 2 €t^)x H h fia^x^ 

«|ia(1 +a^x-\ +ö^a^O- 

ipicrauS ergeben ftd^ toie oben bie SBertc ber a. 

§ 35. I^i^txt TibltÜmitn uiüi Jin^txtnthlt. 

Die Ableitung tjon /^(a?) nennt man bie jtocitc Mblettung öon 
f(x) unb bejcid^net fic mit r{x). 2)te Slbleitung öon /'"(•^) Reifet bie 
britte Slbleitung öon f(x) unb man fd^rcibt bafür f"\x). Die «^te 
Ableitung öon f(x) toirb mit /^^'*>(a;) bcjeid^net unb ift befinicrt afö 
bie Ableitung bon /'<«-^)(a;). 

gSci f(x)^e' ift fw^e", f\x)^e' uftt). «tte Slbteitungen 
finb l^ier gteic^ e*. 

cos X unb sin a? I^aben bie Ableitungen — sin a; = cos yx + y) ^ä^- 

cos X = sin (^ + y) • ®^ ift ölfo 

(cos aj)'= cos (^ + y) ' (^"^ 0?)'= sin (^ + -ö") ' 
^ierauiJ folgt toeiter 
(cos a:)"= cos \x-\- 2-^\, (sin a?)" = sin f a; + 2 • — j 

uff. allgemein ift 

(cos a;)^"^ = cos ( a; + n • —\ , (sin a?)^"^ = sin f a; + w • -r-) * 

SBenn bie SReil^c^) 

^0 + Ci(a; — a) + c,(a; — a)* H 

ba«ÄonbergenjtnterbaE(a— 9, «+^) ^at, fo folgt für \x—a\<qm^ 

nam § 33 

f{x)^c^ + 2c,,{x-d) + ^c^{x-af+^" 

unb l^ierau^ n^eiter 

f{x) = 2cj, + 3 • 2c8(a; — a) + 4 • 304(0; — a)* + • • • 

1) S)aS ifk eine geioöl^ttlitj^e ^otenjreil^e. SRur ift a; bvt^ a; — a erfe^t, 
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uff. ®c^t tnatt überall x^a, fo crötbt ftd^ 

SRan lann alfo fd^reiben: 

/•(a,)=./-(o)+^-V(a)4-^^V'(«) + ---- (l^-«l<9) 

Stuf btcfc 3ormeI f ommcn toir an einer fpöteren ©teile jurüd. (§ 40.) 
SBir ttjottcn ie^t nod^ bie l^ö leeren S)tffercntiale erHären. 3ft 
y^q>{x), fo l^aben toir dy^(p'{x)dx ate Differential öon y bc^ 
jeid^net. 2)a8 Differential t)on dy, alfo eic^y, nennt man ba§ jtoeite 
Differential öon y unb fd^rcibt bafür für5cr d^y. DdS Differen^^ 
tiat üon d^y ttjirb mit d^y beseit^net unb l^ci^t \^(i^ britte Diffe^ 
rential bon y uff. Da« /i4e Differential toon y, toofür man d^y 
fd^rcibt, ift befiniert ate baS Differential öon d'^'^y. hierbei toirb 
dXf ba« Differential ber unabl^öngigen SSeränberüd^en x, als !on«= 
ftant betrad^tet. ®i5 ift bei biefer Slnna^me 

d^y =» d(p'(x) • dx ~ q>"(x)dx^, 

dhj « dfp"{x) . (ia;« - 9'"(aj)(^a;» 

uff V allgemeitt atf o ^) 

öT y = g)(»> (fl?) flirc** unb g^^") {x) = ^ • 

3ft y = F(w) unb w eine gunftion tjon x, fo ^at man nad^ § 27 

dy^F\u)du. 
"Slwx ergibt fid^ aber tovttx 

d^y - dF\u) • <f w + F\u) - d^u =- F'\u)du^ + F' W^«*- 

SEBäl^rcnb ba§ erfte Differential ton «/ genau fo ausfielet, 
atd ob t« bie unab^öngige Variable toäre, ift bied bei bem 
jtoeiten Differential ni^t mel^r ber galt, cbcnfo bei bem brit- 
ten, öiertcn uff. 

3ft u^ax-\-J) (a unb 6 !onftant), fo toirb du = adx, d^u = 0, 
(l*w = 0, ... 3n biefem gaOe rebujieren fic^ bie Wideren Differenz 
tiale d^y, d^y, ... auf F'\u)du^, F"\u)du^, . . ., fe^en alfo genau 
fo aud, ate ob u bie unabl^angige SSerdnberlid^e tnäre. 



1 



1) daf^ lann ntd^t mit d(af*) tiertoec^felt toetben. ^al^er ift z^ unnötig 
bafür (da?)'* ju fd^teiben. 
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S)ritteg Sapxttl 

§ 36. Stinmnfirnkttimtn. 

SBenn F{x) bic SlWcitung f(x) ^at, fo nennt man F{x) eine 
Stammfunltifiu ))on f{x) ober ein äntegtal Don f{x)dx, unb man 
fd^reibt: 

(*) l^(a;)=//-(^)da;. 

®ie redete ©cite toirb gelefen: „gntegrat f{x)dx". %\t gormel (*) 
ift böUig gleid^bebeutenb mit 

dF{x)^f{x)dx, 

3ft ^i(a;) ebenfalls eine ©tammfnnltion öon f{x)^ fo l^at man 

dF,{x)^f(x)dx, 
alfo 

b. ^. F^'-F^C ober J\ = JP+0. ^ieraug erpe^t man, bafe e« 
genügt eine einjige ©tammfnnition öon f{x) ju lennen. gebe anbere 
ergibt fid^ an§ il^r burd^ ^bbition einer Sonftanten. f^emer bemerle 
man, ba^ JF' + C ftet^ loie F eine ©tammfnnftion öon f{x) ift, toie 
man aud^ bie abbiti^e ßonftante C toaijUtn mag. 9Jtan l^at in ber Xat 

d{F+C)^dF^f{x)dx. 

Den Übergang bon f{x) jn einer ©tammfunition F{x) nennt man 
3ntrgration. @ie ift bie Umlel^rnng ber 2)ifferentiation, bie 
in bem Übergange öon F(x) ju f{x) befielt. 

Wxx fteUen l^ier einige Sormeln jufammen, bie snm ^anbn^erfö« 
jeug ber 3tttegralred^nung^) gel^ören. 



mf^dx 



3. la'dx^^y / 



{n+l>0) 



i) 2He 3ntcgralred^nung Icl^rt Sntegrotlonen auÄfül^ren fo toie bie ^ijfe« 
rentialre(!^nung Differentiationen. 
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4. je 

5. / sin xdx'=^ — cos x, 

6. I — !- =tga:, 
^ coB*a; ° ' 

7. ffl^- 



COtiT, 



arctg Xy 

^ r dx 

9. I , = arcsin x, 

SBir njiffen, bofe ba^ Differential üon J^(a;) and^ bann F\x)dx 
lautet, tüenn a: eine Munition 9 (w) einer unabl^ängigen SSeränberlid^en 
u ift. 8lu§ ^ 

F{x)=Jf{x)dx 
folgt atfo 

9lug jeber ber obigen jel^n Sntegralformdn taffcn \i6) auf biefc 
SBeife unenbüd^ öiele anbcrc gewinnen. 

SSon SBid^tigleit finb nod^ folgenbc 3ntegration«regeIn : 

/{ f{^) +9i^)] dx ==ff{x)dx +fg{x)dx, 
J cf{x)dx = cj f{x)dx, (c fonftant) 

Jf{x)9(^)dx = f(x)g(x) —jf{x)g{x)dx, 

®ifferen5iert man bie redeten Seiten biefer gormein, fo finbet man 

f{x)dx + g(x)dx, cf{x)dx, f(x)g(x)dx. 
Die redeten Seiten finb alfo toirlUc^ @tammfunItionen t)on 
f(^)+g{^), cf{x\ f{x)g'{x), 
S33eiter lootten aber biefe gormein nid^t^ fagen. 



@jiften§6c»eiÄ für ©tammfunftionen 



S)ic Ic^tc Sieget nennt man bie partielle Swtegration. 
lann bie ingel^örige gormet nod^ einfad^er fo fd^reiben: 



_89 
Wtan 



8. ». ift 



ffdg^-fg-fgäf. 



j log xäx = log X'X — j xd log X 

= log ar • X — / dx = x (log aj — 1). 
jxd^dx =^ j xde' = xe' — j e^ dx = (^{x-— 1). 

§ 37. (jErtpenftenim ffir iXt Stammfnnktim^n bitter P^ttgen 

^Funkturm 

f{x) fei in beut Sttteröall {a, h) einfci^Uc^Udö ber ©renjen ftetig. 
SBir lootten jeigen, ba§ eg bann ©tammfunfttonen ^u f{x) gibt. 

3nna(i§ft nel^men njir an, bafe /'(o?) in (a, h) burd^toeg pofitiö ift.^) 
SBir jeid^nen bie Silbfnrbe y = f{x) nnb betrad^ten 'i^a^ gläd^enftüd 
axXA in gig. 21. 2)iefei5 njirb oben bnrd^ bie ffurüe, unten ß 
burd^ bie ic^Sld^fe, red^tS unb Iin!§ burd§ bie Drbinaten ber 
?ßunfte A unb X begrenzt. S)er 
änl^alt be8 genannten Stdd^en^ 
ftüieg, ber offenbar eine gunf^ 
tion t)on x ift, loerbe mit F{x) 
bejeid^net. Diefe gunition F{x) 
ift, toie loir feigen loerben, eine 
©tammfunltion öon f{x). 

J^(a?+Ä)-F(a;) ift ein über 
(ic, x+li) ftel^enber gläc^enftreis^ 
fen, loel^er jmifd^en ben beiben 
aed^tedten hf{l,\ hf{l^ tni^ah 
ten ift, loobei f(l^ ber Keinfte 

unb /"(Ig) ber größte SBert öon f{x) in bem Snteröatt {x, x + h) fein 
fott*). gbenfo ift F{x) - F(x - h) ein über {x - h, x) fte^enber 
gi&4cnftreifen, ber jtoifc^cn ben beiben SKed^tedten Ä/'ds), hflQ tnU 
Valien ift, toobei f{^^) ber Ileinfte unb f{Q ber größte SBert öon f{x) 

1) tiefer %aU lägt ^id^ buidd ^bbition einet ^onftanten k l^erbafü^ren. 
Wtan muß na^l^er öon bet @tammfunftion kx fubtral^eren, um eine 8tamm= 
funftion ber alten gunftion f(x) ju erholten. SSgl. gugnote 2, ©. 90. 

2) h nel^men toit l^iet pofttio an. 




x-h 



z^h 



gfifl. 21. 
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in bem Swteröatt {x — }i, x) fein fott^). Sd beftcl^en alfo fotgcnbc Un« 

föonDergiert nun h nad^ SluU, fo font)ergieren ln^^At, $4 nad^ ^. 
SBegen ber ©tctigfcit öon /"(a;) lonöcrgicren bann /'(li), /"(Ig), /"(Ij), 
/•(fi^) nad^ /"(ir). 2)aäfclbc gilt bal^«^ öon 

S)araui5 crfe^cn toir, ba§ ^'W cjifticrt unb ben SBert f(x) l^at. 
F(x) ift alfo eine ©tammfunition tjon f(x). Unter atten ©tamm^ 
funftionen tjon fra;^ ift F(x) buxi) bic gigenfd^aft J^(a) « auö^ 
gejeid^net. Sft qIx) irgenb*eine ©tammfunition öon f(x), alfo 

0(x)^ff{x)dx, 

fo unterfd^eibet fid^, toie toir toiffen, F(x) baüon um eine abbitibe 
Äonftante C, b. f). man l^at JP(a;) ^0{x) + C, S)a nun JP(a) = 
ift, fo mu6 O{a) + C^0 fein, alfo 

F{x)^0{x)'-'<l>{a). 

Statt Q(x) - (r)(a) fc^reibt man getoö^nlid^ (a>)2. ®ie Ie|te ®Iei^ 

(fiung lautet bann: , / /» .« 

J'(«:) = (a>):^//-(x)da;)^. 

Snblic^ benu^t man für 
allgemein bad färjere ©^mbol 

X 

ff{x)dx. 

a 

©elefen ft)irb eil: „Sntegral a big x öon f{x)dx",^) 

1) ^n ber @telle o;» a bvaud^t man nur ben erften, an ber ©teHe x^h 
nur ben jtoeiten S^&d^enftreifen ^u betrad^ten. 

2) 3|i^ f{x) nic^t überall ;pofttit), f lann man eine ßonftante k f toft^Ien, 
ba| fix) 4- * biefe Sigenfc^aft l^at. a)ann ift 

X 

F{x)=^ (\f{x) + k]dx-'lc{x — a) . 

a 

eine ©tammfunftion üon f{x\ bie on ber ©teile x^a öerfd^toinbet. 



S)cr Stielt bcg gla^enftüdc^ a&^^ (gig. 21), oben begrenzt 
burd^ bie SUbfuröe öon f{x), \\i offenbar gleid^ F{h), b. I). gleid^ 



o 

Jf(x)d^, 



aWan nennt bie QSered^nung eines f old^en fSflad^enftädEeS eine Dnabra^ 
tur. (Sine Duabratur lafet fid^ nad^ bem Obigen ftetS aui^fü^ren, fo^^ 
balb man eine ©tammfunition ber betreffenben gnnition lennt. 
Um eine Slnmenbnng biefer Dnabraturmet^obe ju geigen, motten 

mir ba§ glöd^enftfidE bered^nen, toeld^eS burd^ bie 5ßarabel y^'Yk 

unb burd^ bie Slbfjiffe unb Drbinate eines $ßarabeIpnnfteS x, y be* 
grenjt mirb. SWan finbet 



X 

J 2k^^ \6k)o ek 8 



5)ie ^ßarabel trennt alfo bon bem SRed^tedC xy ben britten Seil ai. 

§ 38. H^in unal^tifi^e 4Fapng htis^ <tupn}btmtxft$. 

f{x) fei lieber in bem ^nteröall {a, b) cinfd^üeglid^ ber ©renjen 
ftetig. (a, b) merbe in p leilinteröatte {a, ß) jerlegt. M(a, ß) fei ber 
größte SBert, ben f{x) in («, ß) annimmt. SBir motten nun bie 5ßrobuIte 

(ß--a)M{a,ß) 

bilben unb bie ©umme 8 ber p ^robuöe betrad^ten, bie ju ben ein= 
jelnen leitintecöatten (cc, ß) gel^ören. Ss fei atfo 

S=2{ß-a)M(a,ß). 

SBir nennen ein fold^es S eine äußere Summe üon f(x)^) 

SBenn man eins ber leilinterbatte (a, ß) in jtoei leile (cc, y) unb 
{y, ß) jerlegt, fo tritt an bie ©tctte öon S eine neue andere Summe 

8. Offenbar unterfd^eibet fic^ 8 bon 8 nur baburd^ , \>Ci^ ein (Stieb 
{ß — a)M{c[, ß) burd^ ein S3inom 

. (y - «)^(«, y) + (^ - y)M{y, ß) 

1) (^ — a)M(a, ß) ift ein 8fied^ted, toobci ober atte JRed^tede, bie unter» 
l^alb ber xMäsi\t liegen, negatit) gered^net toerben. 

9l9{u® 197 : 9 to a I e ID 8 1 i , ^nflniteftmalred^nung 8. «lufl. 7 
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crfefet ift. S)a nun If (a, y) unb Jlf (y, ß) nic^t größer atö Jlf (a, ß) 
finb, fo ift ba§ obige Sinom nid^t größer atö 

(y - a)ilf (a, |3) + (^ - y) Jf (a, ^) == (^ - a)M{cc, ß). 

S ift ba^er nid^t größer atö Ä 

Surd^ »ieberl^ofte StuSfül^rung folc^er Stoeiteilungen erlentit man, 
bajs 8 \xi) nid^t t^ergrößert, menn man burd§ SBeiterteilung ju 
einer neuen SttUinnQ übergel^t. 

Sefet \txS^,S^,S^f,,. eineSoIge Don äußeren Summen, unb jJoar 
öon ber 2lrt, baß S^^^ au« S^ burd^ SBeiterteilung beö SntcröoßeS 
{a, h) entfielet. Slußerbem fotten bie leilinteröatte, bie iuS^, 8^, S^,,., 
geliören, eine 5RuÜfoIge bilben. ^) SBenn biefe beiben ©igenfd^aften bor^? 
I^anben finb, foB 8^, 8^,8^, ... eine auSgejeid^nete Solge öon 
äußeren Summen Reißen, gebe folc^e golge ift abfteigenb. Slußerbem 
ift fie befd^ränlt. Sejeid^nen toir nämlid^ mit in(a,h) ben fleinften 
SBert t)on f{x) in (a, b), fo ift 

mitbin ^{^.^)>^(^rß)>H^.hl 

(b - a)M(a, &) ^ ^^ (6 - a)m(a, b) 

gebe auögejeid^nete golge üon äußeren Summen ^at alfo einen ®ren}* 
mert. Sie l^aben fogar, toie toir j[e|t jeigen loerben, aUt benfelben 
©renjtoert. 

SBir betrad^ten jtoei äußere Summen 8 unb S\ gebe öon i^nen 
»erben toir nad^l^er eine auSgejeid^nete gotge burd^Iaufen laffen. 

SBir lönnen bie ©lieber öon 8 in jmei klaffen teilen. 

toirb jur erften ffilaffe gered^net, toenn (a, ß) in einem leifinteröatt 
üon 8" entl^alten ift, anbemfatts jur jmeiten Slaffe. Sntf^^red^enb 
nennen loir {a, ß) ein Xeitintertjatt erfter bjto. jtoeiter klaffe. @« 
gibt, mie ber Sefer fid^ leidet flar mad^en mirb, l^öd^fteni^i?'— 1 leit 
interöatte jtoeiter klaffe, p ift bie Slnjal^I ber XeilinteröaHe, bie in 
8" auftreten. 

SBenn toir in allen ©liebem jloeiter Älaffe bie gaftoren JH (a, ß) 
burd^ m(a, b) erfefeen, fo toirb 8 Heiner 8\ 8 ^at fic^ aber bei biefer 
äRobifilation um toeniger atö 

(p— l)d{ M{a, b)'-m{a,b)]^K 

1) SRan benic ftd^ alle XeittntertjaHe Pi — a^ öon 8^^ oufgefd^ricben, 
bann ottc Sctttnteröane ft — a, öon Ä, uff. Stuf biefe SBeife f oH eine 
9luIIfoIge l^eraui^fommen. 



öcrHcinert, toobei wir mit ö baS größte Icittntcrüatt jmcitcr Älaffe 
beäcid^nctt. SBcnn mir alfo S um K verringern, fo erl^atten toir crft 
re^t etmag ^tetnere^ afe S', b. f), e§ ift 

Saffen tt)ir je^t 5 eine au^gejeid^netc golgc burd^taufen, fo njtrb 

lim d = 0, 
alf aud^ lim Ä" = , unb njir f önncn aug ber obigen Ungleid^nng 
fc^IieScn ^.^ (s^K)^ lim 5^5'. 

Saffen toir ayi6) S' eine au^gejeid^nete gotge burd^Iaufen, fo er«: 
lennen »ir, bafe ii^5<limÄ' 

ift. SSertaufd^en toxx in ber obigen Setrad^tnng S mit jS', fo erl^alten 
^^^ lim/S'<ClimÄ 

(£g mu6 ba^er li^^^'li^^' 

fein, unb loir fe^en l^ierauiJ, ba§ oUe auggeäeid^netcn golgen 
öufeercrSummen einem unb bemfelben®renjtt)ertjuftreben. 
liefen ©renjtoert motten mir mit @ (a, b) bejcid^nen. ®a jebe öu|ere 
@umme smifd^en 

(b — a) m (a, b) unb (b—a)M (a, b) 

ß^9t/ fo flüt bic« aud^ üon @(a, ft) unb ©(a, 6) : (& — a) ift jmifd^en 
w(a, b) unb -af(a, ft) entfialten, lommt alfo unter ben SBerten ber 
ftetigen fjunftion f(x) öor (ögl. § 24), fo bafe mir fd^reiben lönnen 

(*) © K fc) « (fe - a) /•(§). (« < I ^ fc) 

SBenn a<c<ib ift, f o gilt bie ®Ieid^ung 
(**) @(a,c) + @(c,6)-@(a,6). 

3ft nämlid^ J^ eine äußere Summe, bie gu bem 3«teröatt (a, c) 
gel^ört, unb S" eine äulsere Summe, bie ju bem gnterüatt (c, b) ge= 
|ört, fo ift S" + S" eine ju (a, b) gel^örige äußere ©umme. Saffen 
mir S^ unb Ä" auiJgejeidöncte golgen burd^taufen, fo burd^Iäuft aud^ 
8>+8" eine auSgejeid^nete Solge. gormel (**) befagt nur, baß 

limfiSf + Ä") « lim/Sr + lim 8"' 

ift. 
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SBenn »ir @(6, a) bux6) bie ©Icid^ung 

©(a, 6) + ©(&,«)« 
befinieren unb fcftfefecn, ba§ 

fein fott, fo treten an bie ©tcße öon (*) unb (**) bie allgemeineren 
Sormeln 

(t) ' ®K,^2) = (^2"-^l)/*(a 

(tt) ® (a?i, a;,) + © (x^, x^) = © (x^, rcj). 

^if ^8r ^8 pnb beliebige SBerte aug (a, fe). § gel^ört bem 3ntert)att 

(^ir ^2) <^"- 

3efet lönnen »ir uniJ leidet übcrjeugen, bafe © (a, x) eine ©tautnu^ 
funition öon f{x) ift. 3n ber lat ift nad^ (ff) 

unb nam (t) 
mit^tn 

^{a,x + h) — ^{a,x) ^ , .v 

ftonüergiert ä nad^ 5Ruß, fo lonöergiert ^ nad^ x, alfo toegen bcr 
©tetigleit f{l) mä) f(x), fo bafe 

mirb. @(a, ic) l^at alfo bie Ableitung f{x). 2)a ©(a, a) « ift, fo 
lönnen toir fd^reiben ^ 

%{a,x)^ff{x)dx, 
SniJbefonbere ift alfo 

^{a,l)-^ff{x)dx. 

a 

SBenn toir bie obigen Überlegungen auf bie gunition — f{x) antocm 
ben, fo tritt an bie ©tette öon 8 

— s ^(/S — «) w (a, /3) 

— m(ccß) ift nämlid^ ber größte SBert öon — /"(a;) in bem Snteröatt 
(cc, ß), aScim Durd^Iaufen einer au^geseid^neten golge ftrebt — s einem 



a 

b 
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a 
b 



©renitpert ju, ben mir mit — S {a, h) bejeid^ncn. — g (a, x) ^ai bann 
bic SlMcitunß — f{x) , alfo « (a, a:) bie ablcitung /(a;). 3)a g(a, a) = 
ift, fo lönnen ipir f ^reiben: ^ 

3n«befonbere ijl alfo 

§ (a, &) =— / f{x) dx. 

a 

— s fonöergicrt, tücnn e3 eine anägejeid^nete golge burd^Iauft, ab^ 
fteigcnbnad^ — S(a, 5). 2)a!^er Ionöcrgicrt5feIbft oufftctgenb nod^ 
S(a, b). SBir iPoHen 5 eine innere ©nmine üon /"(a?) nennen. 3ebc 
QUdgejeid^nete Solge t)on änderen Summen fonDergiert fo^^ 
mit abfteigenb, jebe ouggejeid^neteSoIge öon inneren®um^ 
men auffteigenb nad^ ^ 

(V) ff(x) dx. 



a 



SSerfte^en toir unter f{a, ß) irgenb einen SBert öon f(x) in («, ß), 
fo ift offenbar bie ©ummc 

jmifd^en S, unb s entl^alten. Xa!^er toirb aud^ |ebe aui^geseid^nete %oiQt 
fold^cr Summen a naä) bem 3tttegral {\*) loni^ergiercn. 6^ toirb 
alfo fein ^ 

lim 2(ß - «) /•(«, /5) =-//'W ^^. 

§ 39. HtMifikatten mtx tbtrttn Hinnt. 

y =» f{x) \)abt in bem S^tcröall (a , h) einfd^üeSIici^ ber ©renjen 
eine jietige Ableitung. 

SBir tooüen {a, 6) in p leilinteröatte jerlegen. (Siner fold^en ^tt^ 
legung entf^jrid^t eine beftimmte ffiinteitung be8 Rurtjenbogen^^ AB, 

SBenn loir jeben 2:eiIbogen PQ burd^ feine ©e^ne PQ erfe|en, fo tritt 
an bie ©tette be^ ©ogen^ AB ein ©el^nenjug. 
SBir tooKen juerft bie Sänge biefed ©el^nenjuged bered^nen. Offenbar 

ift , 

P^ = lA]^«}»+{/-(|S)-/-(«)}», 
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3lai) bem aRttteltuertfa^ ^at man 
2)er @e]^nenjug i)at alfo bie Sänge. 

2)a^ ift ojfenBar eine ©nmnte a für bie gunltion 

B 




(Sine audgejeid^nete %olqt fot- 
d^er Summen fonocrgtert, tote hJtr 
oug § 38 »iffen, nad^ 

/l/i'+7*"(^y- da;. 



a 



Sfiß. 22. 



/? 



S)iefeiJ Swt^Ö^öi betrad^ten toir 

atö bieSängebeg93ogend.i^. 

®ie 93ered^nung einei SBogenIdnge 

nennt man Stefttftlation. @i$ 

fel^It nod^ ber 3la6)\ot\^, bafe g)(a;) eine ftetige Sunüiori ift. SBir 

muffen jeigen, bafe au8 lima?=*a?o folgt ]im(plx) '^ (p{xq), 

Schreibt man 

1 + n^) -Vi+ r Vo) = 7fT7i^+7TT?'(«^.) ' 

fo erlennt man, ba^ q>{x) — q>{x^ bem Setrage nad^ Heiner (A%f^{x) 

-f'\^o) ifr f (^)-f\^o) lonüergiert im golle liina:-a;o nac^ 
3iua, ttjcil lim/"2(x) = /"2(:ro) ift, toegen ber ©tetigleit öon f{x). 

Salier lonöergiert aud^ 9 (^) — 9(^0) ^^^ ^^^'^• 
S)er Sogen ^ X ^ai bie Sänge 



s^fyi +f'\x)'dx. 



a 



s ift eine gunftion t)on a? mit bem Diffcrentiat 

©rfefeen n)ir r(^) bnrc^ff, fo erhalten ft)ir 

d5 = ]/ dG?+ dVl 
ds nennt man bag Sogenbifferential ber betrad^teten ßurtje. 
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Sei ber ^axaid y = glfc ^^* 

ds^ = dx^ + dy^ = (ia?* -\ ^ — , 

alfo bic Sdngc bc8 Sogeng OP 

X 



fV^ 



s= J Y l + -^'dx. 

o 

SBir füllten bte neue SSeränberüd^e 

iog(y7+^'+i)-« 

ein. 2)ann ift 

K^+F'^^ 2~' k 2—' -k^ ^—äu, 

alfo 

Sg ift jefet teid^t ein integral biefe^ Dijferentiatö anjugeben. Dffen^ 
bar ift z. 

ein fold^e^. Salier ift 

ein gntegral t)on 

]/l + p • dx, 
nnb eiJ mirb alfo 

/' + "f. + '- >»« (I + i/^'i) 

§ 40. JDier Sajterfr^e C^Jr^^fa^* 

/■(rc) l^abc in bem S^teröatt^) {a, h) ftetigc Slbleitnngen bis jnr 
«:^ten Drbnung. 

®a /"(a;) eine ©tammfunftion tion f(x) ift, lönnen toir f einreiben 
(ogl. ©. 90) 6 

(*) fQ>)-f (a) = /? (o^) dx. 



X 

2 



1) S)ie (ürenjen finb eingefd^Ioffen. 
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auf biefc§ Sntcgrat »cnbcn »ir bie partielle Integration an (@. 89). 
^amä) ift ^ , 

a a 

b 

b. %. 

ff {x) dx=-(b-a)f (a) +JY (x) (b — x) dx. 



a 

h 



a a 



©e^en ipir bie§ in (*) ein, fo ergibt fic^ 

6 

(**) fQ>) = /'(«) + (&- o) f (a) +/r (^) (6 - ^) dx. 

a 

Stuf ba§ l^ier auftretenbe gntegral iDenben lüir »ieber bie partielle 
Sntegration an. Danad^ ift 

h b 

ff"{x) (b-x) dx^-\ff"{x)d{h-xf 

a a 

b 

— l{r(.^)(b-xy}i + \f{b-xydr{x) 

a 



ria)+ljy\x)(b^'xYdx. 



2 

©e|en toir bie§ in (**) ein, fo erl^alten tt)ir 

b 

(V) f(b)=f(a)H^-a)f'{a) + ^^-''^Y'(<^) + \fr(^)ib-^ydx 

a 

nnb fönnen jefet tt)ieber bie partielle Integration antotnitn u. f. f. 
?tuf biefe SBeife gelangen mir ju ber fSformet 

/^(6) =/•(«)+* Y-V («)+ ^^-f?^V' («)+•• • 

+ ^^-^^fW-'^ + ^Jr-^ {x)ib-x)''-^dx, 



bie afö 2 a^Iorfd^e formet (Ja^Iorfd^er Se^rfa^) Bejeid^net toirb 



^iftorifd^e tUx^xä^t 99 



SBcnn f(x) in {a, h) Hbleitungen öon beliebig l^ol^er Drbnung be^ 
fifet, fo lann e^ fein, baß bei nnenblid^ jnnel^menbcm n 

b 

(t) lim|^^//'«(a;)(b-a;)'-Ma;)=0 

h)irb. S)ann fönnen toir fd^reiben 

r(6) = f(a) + *^r(a)+^^V" («) + ••• 

2)ag ift bie Xa^lorfd^e JReil^e. 

@rfe|t man a burd^ unb h inxä) x^ fo entfielet bie fogenannte 
aJlac^^Saurinfd^e Sleil^e 

rw=/'(o)+fr(o)+i^r(o)+---, 

bie aber gegenüber ber la^Iorfd^en SReil^e nid^t§ SleneiS ift. Seifjjiefe 
jnr SRo^Sanrinfd^en Steige ftel^en in § 34. SRur finb ttjir bort auf 
anberent SBege baju gelangt. 3)er £ef er bel^anble nod^ cos x unb sin x. 
@o oft man bie Xa^Iorfd^e ober äßac^Saurinfd^e SReil^e anttjenbet, 
mu§ man fid^ überjeugen, baß bie Sebingung (f) erfüßt ift. 

Wit V0rl3atf]er wn Cdlmi; unli Uteurton. 

3)te erftcn 9(nfangc ber 3nfintteftmalred^nung ftnben ftd^ fd^on 
in bcn flaffifd^en Slrbeiten ber großen grted^ifd^cn Qfcomctcr. 3n§^ 
befonbere gilt ha^ öon ber gntcgralred^nung. SCrd^tmcbeS 
(287 — 212) njar im Sefi|e einer SKetl^obe, bie im njefentlid^en eine 
Sntegralret^nung ift. ®a§ jeigen befonbcrg hxt lürjlid^ öon ^ci^^ 
berg neu aufgefnnbenen ard^tmebifd^en ©d^riften. 9lr(|imcbc§ be»» 
nugte feine SKetl^obc jur ©crcd^nung Don fjlöd^cn* unb SRaum^ 
infiaUen fomic jur 99eftimmung öon @d^n)ert)unftcn. Serül^ntt ift 
feine Duabratur eines ^ßorabclfegmentö fotoic feine S'reiä* unb ^u^ 
gelbercd^nung. 

Swt äßittclalter fanf bie äßatl^emati! t)on ber ^ü%t, bie bie gricd^i«» 
fK^en ©comctcr erreid^t l^attcn, ööllig i^erab, unb al§ man im 15. 
Sal^rl^unbert ba§ ©tubium ber gried^ifd^cn ©eometer begann, fcl^Ite 
ba§ SSerftänbniS für bie Strenge ber SJcmeife, bie mir bei jenen au^* 

1) 9^ad^ ^antoriS ^orlefungen über ©efd^id^te ber SD^at^emattf unb 
geut^en« m^ax^it ber SRatlftemattf im 16. unb 17. ga^r^unbert. »enutt 
finb avi^ bie belben Schriften öon ©crlftarbt „3)ie ©ntbedfung ber 2)tfs 
ferentialred^nung burd^ Seibni^" nnb „Die (ftitbetfung ber l^öl^eren %mVp/{x^." 
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gegeid^netctt 2)cnf ern finbcn. Irojbcm tpirften befonbcrä bie ©d^rif* 
ttn bcö Ärd^tmcbcä anrcgenb. 

a)cr Berühmte «fhonom 3ol^annc§ Äc^)Icr (1571—1630) 
errcid^tc eine grofec SSirtuofttat in bcr ^anbl^aBung infinitcftmalcr 
Sßetl^oben. <£r tarn \)ttmäqe feinet feinen matl^matifd^en Xattä 
fafl immer ju riij^tigen (SrgeBniffen, oBmol^I feine SRetl^oben nid^tS 
lüenigct aU ejoft marcn. Qn feiner „Stereometria doliorum vi- 
nariorum" (Stereometrie ber SBcinfäffer), bie 1615 gebrucft i% fin- 
ben mir im erflen Xbfcl^nitt eine Slefapitulation ber ard^imebifd^en 
Slrbeit über ffiugel nnb S^linbex. |)ier Mnncn tt)ir feigen, öon weiter 
Strt SepUx^ infinitefimale JBetrad^tnngen finb unb mie bei il^nen 
iebe @)jur eineä lüirfUd^en Setoeifeä fel^tt. ftepler erflärt j. 89., 
bie Äugel befleiße ^^fletoiffermafeen" auS unenblid^ öielen öugerft 
bünnen Äegeln, bie il^re @pi|e im 3KitteI:()unft unb il^re 93afi3 auf 
ber Oberftäd^c bcr Äugel l^aben. @o ifl eS bann leidet, ben ^S^t" 
l^alt ber Sugel gu finben, tpenn man i^rc Cberfläd^e fd^on fennt. 3« 
öl^nlid^er SBeife bered^net Äe^jler bie SSoIumina öon anbcren Rdr«« 
pttn. @o menig biefeg leid^tfertige Umgel^en mit bcm Unenbltd^*" 
fleinen ben tJorberungen ber matl^ematifd^en Strenge entft)ridöt, fo 
fel^r l^at eg bod^ bie tJorfd^ung geförbert. Tlan lonnte fid^ leidster 
belegen aU in ber fd^meren Lüftung einer fhrengen 3Ket]^obe. 

£e|)Ierg 83ud^ übte freilid^ (einen fo grogen <£inf(u6 au§. 3)a§ 
gelang in l^dl^erem äRage ber ^,Methodus indivisibilium^' be§ 
a»ailänber3 ffiaöalieri (1591—1647), obmo^I tl&re ©runblagen 
unitar maren unb biete Singriffe erful^ren. SBir toiffen au3 ©riefen 
Eabalieriä, bag ber große ®aHIei (1564—1642) eine äl^nlid^e 
äRetl^obe befaß. Eabalieriä Qauptibtt ift e§, ein cbenc§ gläd^cnftüdC 
als ben Inbegriff aller ju einer feflen Oeraben t)arallelen Seltnen 
5u betrad^ten unb einen Äorper als ben S^begriff aller ju einer 
feften (Shem Jjarallelen ebenen ©d^nittc. ©ierin ftcdft im Orunbe 
ber ©egriff bcS beflimmten Integrals, aber bod^ in einer fc^r un* 
Haren Sorm. KabalieriS SWetl^obe mürbe üon lorrtcelli, einem 
©d^üler ®alilei§ benu^t, um ben tJlöd^cninl^alt ber S^Koibe ju be*» 
red^nen, unb erful^r and^ fonfl bie mannigfad^ften Änmenbungen. 

3n granfreid^ l^aben 5 e r m a t (1601—1665), 3t o b e r ö a l (1602 
bis 1672) unb Vascal (1623—1662) SRetl^oben jur «uSfül^rung 
t)on Duabraturen entmidfelt. Sie »erließen j.I. bie rein geomc- 
trifd^e 3)ar jlellungSf orm, inbem fie im ?[nf d^luß an SS i e t a (1540 
bis 1603), ber hierin als Vorgänger DeScarteS* jju betrad&ten 
ifl, bie geometrifd^en ®ebilbe inS 2lnal^tifd&c uberfefeten. 
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@tne äufeerft frud^tbare lätiglcit entfaltete in ©nglanb SB a 11 1 g 
(1616—1703), ber fid^ öteücid^t am meiteften öon ber Strenge bcr 
gricd^ifd^cn ©comcter entfernt. Ign feiner „Arithmetica infinito- 
rum" (165Ö) öertt)enbet er mit großer Äül^nl^eit SJ^i^^'ftionS*» unb 
9[natogiefd§Iüffe, bie man fonft in bcr matl^iematifd^cn SBiffenfd^aft 
nid^t getDÜ^nt ift. 

SBJenn aud^ bet ^egenfitanb, ben SSalliS Bel^nbelt, tote Bei feinen 
SSorgöngern btc Seftimmung oon gläd^en*» unb Slauminl^alten ift, 
fo unterfd^eibet er fid^ bod^ oon il^nen burd^ bad ganj audgef))rod^ne 
hervortreten ber red^ncrifd^en Seite. (£r fd^rciBt eine Arithmeti- 
ca infinitorum. 

5ßro&Ieme, bie, tote toir toiffen, mit ber 3)ifferentialred^^ 
n u n g gufammenl^ngen, finb bag SlangentenfiroBIem unb bag $ro^ 
Mcm bcr SRayima unb SKinima. @ie finb lange bor bcr ffirfinbung 
bcr S)ifferentialred^nung in ftJCjicHcn gellen Bcl^anbclt toorbcn. 

(SS tfl Be!annt, ba% fd^on bie ®ricd^en bie Xangenten oerfd^ieb' 
bener ^uröen lonfiruiert l^aBen. lorriccIH unb SloBeröal 
lieferten eine nad^ il^rer SRcinung allgemeine langcntcnmctl^obc auf 
fincmatif^er ©runblagc.^) ^n t)ollfier Sllgcmcinl^cit lonntc aBer 
baS Iangenten|)roblcm crfl na<^ bcr ffirfinbung bcr analt)tifd^cn 
©cometric burd^ ®cScarte3 (1596—1650) Bel^anbclt toerben. 
S)cgcarte§ felBft Bcjcid^nct cö in feiner G6om6trie (1637) al§ ba§ 
nü^lid^fle unb allgcmeinfie ?ßroBlcm bcr ©cometric. grci* 
lid^ ift 3>eä arte §^ eigene Söfung biefeS ^roBlemS, Bei bcr er fid^ 
eines bie Äurbe Bcrü^rcnben ÄreifeS Bcbient, nid^t fc^r braud^Bar. 

5 c r m a t cntn^idtcltc eine SKctl^obe bcr 2Ra jima unb SRinima unb 
eine langcntcnmctl^obe, tooBei er mit einem unenbltd^ fleinen 3n* 
Irement ber unaBl^ängtgen SScrönberlid^en operierte. 2luf ®runb 
biefer Xat^aä)e l^aBen fogar franjöfifd^c SRatl^ematifcr tJermat als 
ben ©rfinber ber ©ifferentialrcd^nung Begeid^net (j. S. 2aplact). 

2)cr Bcrül^mtc l^ollanbifd^e SRatl^ematifcr unb 5ß]^^fifcr $ul)- 
genS (1629—1695) fannte bie StrBeiten t>on germat unb l^at fid^ 
mit bcr SBcitcrfül^rung unb fircngcren Segrünbung feiner 3Kct]^obc 
Befd^äfttflt. 

«ud^ aSürroto (1630—1677), bcr Seigrer SlctotonS, l^at SJcr- 
bienfte um ba^ JangcntcnjjroBlem. @r Inüpftc in oielcn ^ßunftcn 
an lorricclliS SlrBeitcn an. r 



1) @ic löpen mit ©ilfe i^ret finemattWen SSetratfitunflStweife btele Stuf« 
gaben, j. ©. gelang diobtxtxil bie {Reltififation bet g^Hotbe. 
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foUmt?* 

©ottfrtcb 3BtIl^cIni Seibniä mürbe 1646 in Seipjig gc^ 
Boren. 15 ^al^re olt mürbe er 1661 in Set^jig aB ©tubent tmmatri* 
fultert. ®r tarn bavd} baö ©tubtum ber Sogif jur 3Ratf)tmatit, bie 
aber bamals an ben beutfd^en Uniöerfitäten fel^r menig in Slftte 
ftanb. @g mar nur bte (Slementarmot^entattf, bie SetBnij in ben 
SSorlefungen f enncn lernte. ?tud^ feine jcitmcUige ÜBerfiebelung nad^ 
3ena lonntc feinen matl^entatifd^en ©tubien nid^t befonberc görbe«» 
rung bringen. 

6rfl öiel ft>öter, aU er fd^on feine ^jolitifd^e Saufbal^n begonnen 
^aite, foKte er mit ben neueren Sortfd^titten ber fDlaifytmatit ht^ 
!annt merben. @r fam im Saläre 1672 mit einer bi^jlomatifd^en Sßif^ 
fion nad^ 5ßarig unb lernte bort hxt berül^mten SKänner am $ofc 
Submiflg XIV. lennen, unter il^nen ^u^gen^. Diefer l^tte gerabe 
bamal§ fein großem SBerf „Horologium oscillatorium" öollenbet. G§ 
^anbelt öon ber ^ßenbelul^r unb bietet im Slnfd^Iuli baran eine gülle 
med^anifd^er unb geomctrifd^er Unterfud^ungen. 2ft§ Seibnij bie^* 
feg Sud^ la^, erf annte er bie Unjulänglid^Ieit feiner matl^ematifd^en 
SSorbilbung, unb er begann mit Sifer bie ©d^riften ber großen 
äßatl^ematifer 3)e§carte§, 5ßa§cal ufm. ju ftubieren. G§ 
bauerte nid^t lange, fo mad^te er fd^on eigene SntbedEungen. ®r fanb 
einen ©a^, mit beffcn ipilfe fid^ öiele fd^on befannte Quabraturen 
in etnfad^er SBeifc au^fül^ren tieften. Sei biefer ©elegenl^eit fam 
er aud^ auf bte Formel 

4 = ^ " T + T " T + • • • 

©d^on bamaB l^at fid^ Seibnig mit ber Äonbergenj alternieren^» 
ber aieil^en befd^ftigt. 9Son i^m rülirt anö) ber @a^ l^er, ben mir 
in §31, ©. 63 angegeben l^aben, ben er aber erft fpöter (10. gan. 
1714) in einem ©riefe an gol^ann Sernoutti ftreng bemeift. ^in 
Srief 5Remton§, ber il^m 1676 burd^ DIbenburg, ben ©ef^ 
retär ber Sonboner @efellfd^aft ber 3Biffenfd^aften i) übermittelt 
mürbe, jeigte Seibnij,, mie gro&e JJortfd^ritte bie cnglifd^en^SKatl^e^ 
matifer auf bem tjon il^m betretenen ®ebiet fd^on gcmad^t l^atten. 
®er 3iemtonfd^e »rief entptt u.a. bie Sinomiatreil^e, fomie hxt 



1) SeiBnia i^atte OlbcnBiirg 1678 auf einet 9?elfe nad^ Sonbon fennen 
gelernt 
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aieil^en für cosj unb siny. Sei&nij lie^ fid^ aber nid^t tttoa ent* 
mutigen. SSicImel^r ftetgerten bic 9? e m t o n fd^n aKittctlungcn feine 
SSegeifterung für ben @egenftanb. ©d^on 1673 befd^ftigte et fid^ 
auger mit Duabraturen aud^ mit bem Ianflenten|)roBIcm, unb 1675 
mar er fd^on fo meit, ba% er bie beiben je^t in ber ganjen SBcIt Be*» 
nullen D:t)erattonSieid^en d unb / einführte. 5)a8 mar ein ©d^ritt 
t)on ber allergrö^en ©ebeutung. 3Rit Üled^t fagt Seibnij fpäter 
in einem Sriefe üxi ben Marquis de THöpital (1693), ba^ ein Seil 
beö ©el^eimniffeg ber Stnal^fi^ in ber ©egcid^nung^meife liegt, unb 
er l^at aud^ Bei t)iehn anberen ©elegcnl^eiten bie SBid^tigleit einer 
änjedfmä&^en ©t^mbolif Betont.^) äRan fann mit einiger Sid^rl^cit 
ben 2ag anheben, an meld^em S c i B n i g jum erften SRale bie Beiben 
©^mBoIe d unb / ncBeneinanber Benu^tc. S^ ift ber 29. DItoBer 
1675. Seibnij ging fogleid^ baxan, bie cinfad^fien Siegeln für 
ba§ SRed^nen mit biefen @t)mboIen aufjufud^en.^) @r mar fid^ Bc*- 
muftt eine neue !fte(i^nung^rt (novum genus calculi, mie er felBft 
fagt), gefunben ju l^aBen unb erf annte bie groge Iragmeite berfelBen. 
Unb gerabe bieg gibt ung ba§ 9ted^t, il^n für ben maleren ©rfinber 
ber 3nf initefimalred^nung ju l^alten. SKan mufe gugeBen, baß S e i B «» 
n i ä fid^ an öerf d^iebenen ©teilen nid^t If ar barüBer auSf^rid^t, mag 
feine Differentiale eigentlid^ Bebeut^n. SlBer in feiner erften $uBIi^ 
fation üBer bie 3)ifferentialred^nung, bie 1684 in ben Acta erudi- 
torum erfolgte, finben loir im 9lnf ang bie Differentiale genau fo be*- 
finiert, mie mir fie jefet befinieren. ffig l^eifet bort mörtlid^: „®e^ 
gcBcn fei eine «d^fc AX unb mehrere fturtjen VV, WW,YY, ZZ. 
3^re jur «d^fe fenlre^ten Drbinaten VX, WX, YX, ZX, motten 
mir mit v, w, y, z Bejeid^nen, ben «Bf d^nitt A X auf ber Äd^fc mit x, 
Die Xangcttten feien YB, WO, YD, ZE, ©ie mögen bie äd^fc Be^ 
jügftd^ in B, G, D, E treffen. Shinme^r motten mir mit dx eine 
BelieBig angenommene ®tred(e Bejeid^nen unb bie ©trede, meiere ftd^ 
^n dx üerl^ält mie v (ober w ober y ober 0) inXB (ober XG ober 
XB ober XE), mit dv (ober dw ober dy ober dz) . . ." 

1) 9[m 26. Sl'lfitg 1676 fd^retbt er: lUustribus exemplis quotidie disco, 
omnem soWendi pariter problemata et inveniendi theoremata artem, 
tnnc cum res ipsa imagiDationi non snbjacet aut nimis vasta est, eo 
redire, ut characteribus sive compendiis imaginationi subjiciatux, at- 
que quae pinei non possunt, qnalia sunt intelliffibilia, ea pingantnr 
tarnen hiezogiyphica quadam ratione, sed eadem et philosophica. 
Quod fit, si non ut pictores, mystae ant Sinenses similitiidines qnas- 
dam sectemur, sed rei ipsins ideam sequamnr. 

2) Am 21. 9lo))emBeT 1676 fanb er bie Sormel d{uv)^udv-\-vdu. 
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S)a, toic toix »iffcn, v bic aüd^tungsfonftantc ber langcntc tft, 
fo toirb ^y 

dv =» ^^-g- dx = vdXf 

alfo gerabe bai^, toad mir je^t ba^ S)tfferential oon «; nennen. 

Setbnt) ging 1676 ai^ SJorftanb ber l^erjogUci^en 93tbUot]^e{ 
nad^ ^annoöer. 2)icfeg neue ?(mt unb feine potitifd^e nnh :p]^Uo* 
fo|)^if^e £ätigleit nahmen i^n ftarl in ^nfprud^. @r mar aber 
bod^ immer mit bem Ausbau feines neuen föalluIS unb mit "üxcsotxi' 
bungen beäfelben befd^ftigt. 6§ finben fid^ in feinem Slad^Iafe öer- 
fd^iebene (Sntmürfe ju einer befinitit^en ^ublilation über ben ®t* 
genftanb. (Sine fold^e erfotgte aber^ mie oben gefagt tourbe, erft 
1684. gnjmifd^en l^attc fid^ Seibnij in einem ©rief an SKemton 
(1677) über feine 5^ifferentialred^nung. auggefprod^en. 

Surf ürft t^riebrid^ III. berief S e i b n i j nad^ 9}erlin ; l^ier grün^ 
bete er bie Stfabemic ber SBiffenfd^aften. SBad^ ^annt>t)tx jurüdfge* 
feiert, mar er 1713 bamit befd^äftigt i>tta Äurfürjlen öon ©annoöer 
bie 3)]^ronfoIge in ^n^lanh ju fidlem, bie il^m bie 2!orieg aberfen« 
Mtn moUten. 2)iefe t)o(itifd^e Xatigleit trug mefentlid^ baiVL bd, i^n 
mit SJemton ju öerfeinben, ber ber 5ßartei ber lorieg ange^rte. 
1714 lam ber Äurfürft öon ^annot^er auf ben englifd^en Il^ron. 
aber Seibnij fiel in Ungnabe unb mar in htn legten SebenSja^ren 
öereinfamt. ®r ftarb, bon l^eftigen Hrjjerlid^en Seiben ge})Iagt, 1716. 

3faal 3lemton mürbe 1642 in ^ooUi%ox)^t bei ©rantl^am in 
Sincolnf^ire geboren unb tom 1661 al§ @tubent nad^ Eambribge. 
^ier ftubierte erS)egcarteg' Geometrie unb SBaUiS' Arith- 
inetica infinitorum unb T^örte bie SSorlefungen Sarromg. @r 
l^atte, mie man fielet, mel^r @IüdE alg Seibnij, ber mäl^renb feiner 
©tuWenjeit nid^tS öon ben neueren fjortfd^ritten ber SKatl^ematif 
erful^r. 9iem ton badete über alleg, maS er Ia§, felbflänbig nad^ unb 
„ba^ ftete 3lad^benfen" mar, mie er felbft fagte, ber SBeg, auf bem 
er ju feinen großen öntbedEungen lam. 3« ben 3a]^ren 1665—67 
fanb er (burd^ bag ©tubium öon SB all ig angeregt) bie SBinomial- 
formet für gebrod^ene Jjofitibe unb negative ©ft^onenten (ügl. oben 
@. 84) unb öerfd^iebene anbere mit unenblid^en "Sitx^tn jufammenl^än^ 
genbe Slefultote. ^) Slud^ legte er bamalä fd^on htn ®runb ju feiner 

1) 8®- bie 9leil^enenttoidEIung algebraifd^er gunftionen. 
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glujionäred^nung. 3)ie birelte unb bie inöerfe t5Iujion§rcc^" 
nuttfl finb baSfelBe toie Differential unb Sittegralred^nung. gn jene 
3cit föKt auii) feine grofee ©ntbcdung bcr allgemeinen ©raöitation. 
S)ie ©runbibee ber glujion^ted^nung ift bie, ba| jebe SSeränberlid^e 
ober ,,5Iuente" üU gunftion ber geit betiaäjttt mirb. S)ie 3eit ifl 
alfo bie allgemeine ünab^ngige ^eränberlid^e. ®ie ©efd^minbig'* 
feit, mit ber eine gtuente x fic^ änbert, nennt SRetoton bie ,,3IuEion'' 
öon X unb beicid^net fic mit x. ?tnbert fid^ x gleid^förmig, b. ^. in 
gteid^en Seiten um eben gleid^en SSetrag, fo ift^i fonftant. S)ie JReto* 
ton fd^en Slujionen finb ül\o baSfelbe mie bie Slbleitungen ober Dif^- 
ferentialquotienten, nur bafe bie Qüt bie unab^ngige SSeränber- 
lic^e ijl. 

@g mu^ überrafd^en, bafe Sienjton, oBlool^I er fd^on fo Diele S(n^ 
menbungen öon feiner glujiongred^nung befa^, va feinem großen 
äBerf „Philosophiae naturalis principia mathematicä'' (1686—87) 
leinen ©ebraud^ baoon mad^te. 9?ad^ feiner eigenen Slngabe ^at er 
bie meiften SRcfuItate in biefem S9ud^ mit $)üf e feiner glujiongred^^ 
nung gefunben unb nad^ bem ®rf d^einen be§f eiben geigte aud^ S e i b - 
n ig, »nie leidet fid^ bie meiften Slefultate mittele ber ^nfinitefimat- 
red^nung ableiten laff en. ®§ f am aber 31 e Jo t o n barauf an, fo mid^ 
tige Unterfud^ungen, ioie fie bie „Principia" enthalten, in einer gorm 
barjuftetten, bie ben Sefer nid^t nötigt, erft eine neue 3led^nung^art 
f enncn ju lernen. 

5ßuMijiert l^at fUttvion feine glufionSred^nung fel^r \p&t, ob* 
toofjl öerfd^icbene Stbl^anMungcn längft aufgearbeitet bei il^m lagen, 
©ein ^aupitvtxl über S^ifinitefimalred^nung „Methodus fluxionum 
et serierum infinitarum" iourbc erft naä) feinem Xobe (er ftarb 
1727) gebrudft. Sietoton l^atte immer eine große Slbneigung, öf- 
fentlid^ aufzutreten. ©3 mirb gefagt, ba^ if)n ein ©egenftanb, ben 
er bearbeitete, nid^t mel^r intereffierte, fobalb anbere eitoa^ barüber 
l)ubltjiert l^atten. 5)a3 mag ber ®runb gemefen fein, baß feine 
iJInf ion^red^nung fo fjjöt öeröffentlid^t iourbe, ju fpöt, um fid^ neben 
bem fd^on tjerbreiteten flcibniäfd^enÄaIIuI®eItung ju t)erf^affen. 

^tx IßxinxitSits^ptxt imxf^tn Vtenrtmt nv^ Cttbnt^ 

Sm Saläre 1699 ließ JRtcoIa^ gatio be a)uiltier (einöJen^ 
fer, ber ajegtel^ungen ju $u^gen^ l^atte unb SKitglieb ber Royal 
Society mar) mit ©enel^mtgung biefer ©efellfd^ft eine ©d^rift er* 
fd^einen, in ber er Seibnij öormarf, er l^abe feine Differential- 
rechnung nid^t f elbftänbig erfunben, fonbem t)on 31 e to t o n entlel^nt. 
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S cibtt iä 6efcl^tt)erte \iä) tüegen tncfer Sefd^ulbtflung bei ber Roya 
Society unb liefe in ben „Acta Eruditorum" eine Stnthjort auf ^a- 
tio§ Slnfltiffe erfd^einen. ®r fü^rt 3lttDton^ eigene^ ^^^fl^i^ -ön, 
ber in btn „Principia" bie Unabpngiflleit feiner unb ber S e i b n t g * 
fd^en ©ntbrfungen fiffentlid^ anerfannt l^atte (1687). 

3nt Saläre 17Ö4 liefe 9? em ton im Stnl^ang eine§ o|)tifd^en SBer* 
fe§ eine alte Slbl^anblung über bie Ouabratur ber ffiuröen, bie eint 
furje 2)arftefiunfl ber gtuyion^red^nung entl^It, brudEen. Setb* 
nij fd^rieb für bie Acta Eruditorum eine Slngeige biefer Sd^rtft, 
o^nt ober feinen SRamen ju nennen. 3n biefer Slnjcige finbet fid^ 
eine Semerfung, bie fo aufgefafet toerben lann, aU toolle fie Sieip* 
1 n bie ©elbftönbigleit ber (£rfinbunfl,abfpred^en unb il^n öon S e ib^ 
nig abl^ngig mad^en. SBetoton fd^eint, bantalg burd^ ^joKtifd^e 
Xätigleit ftarf in Stnf^rud^ genommen, biefen SCuffa^ nid^t gclefen 
ju l^ben. SSieQeid^t l^tte er fonft barauf geanttoortet. 'Stibnis 
benu^e aud^ btn lob ^acob S9ernount§ (ber jufammen mit 
feinem ©ruber Soliann öiel für ben Slu^bau unb bie 9(nnjenbungen 
beS Seibnijfd^en fiaffuig getan l^atte), um in einem SRefroIog bie 
„Seibnijfd^e 3nfinitefimalanalt)fig" aU eine grofee ©rfinbung $tn* 
ftelfen ju laffen, ol^ne ba% babei Sletoton ermähnt mürbe. 

SSon ber anberen ©eite tarn erft 1710 lieber ein SSorftofe. 3 o 1^ n 
Seilt, ein Stn^nger SRemtong, fd^rieb eine Slrbeit über Stntxu 
^jetallräfte unb fogte barin gerabeju, Seibnig l^abe bie SRem* 
tonfd^e Slufionörcd^nung ,,unter SSeränberung beg 9?amen§ unb 
ber S5eäeid^nung§loeife in ben Acta Eruditorum öeröffentlid^t". 
Seibnij befd^merte fid^ mieber bei ber Royal Society, bereu 5ßröfi* 
beut bamalg SRetoton mar. 6^ mürbe bann fd^Iiefefid^ eine ffiom** 
miffion eingefe^t, bie btn Xatbeftanb prüfen foltte. ©ie f^jrad^ fid^ 
bal^in au§, bafe 3i e m t o n ber erfte (£rf inber ber Ignf initefimalred^* 
nung fei. S)ie ©d^riftftüdEe, auf bie fid^ ba^ Urteil ftüfete, mürben ge* 
brudt unb überall Verbreitet. Stile ©emül^ungen Seibnijeng unb 
unt)arteiifd^er BKänner maren erfotgto^. SBäl^renb bc^ gaujen 18. 
Sal^rl^unbertS l^at man bie ©ntfd^eibung jener Sommiffion für ma^ 
gebenb gel^alten unb erft ba§ 19. gal^rl^unbert J)at bie ©l^rc unfereg 
grofeen Sanb^manneg mieberl^ergeftettt. ©eine Unabpngigleit öon 
Jiemton ift mit giemfic^er ©id^rl^eit nad^emiefen. Stbpn^ig ift 
er nur — ebenfo aber unb öietteid^t in nod^ ^äl^erem äRafee 31 em*» 
ton — t)on ben SJiönnem, bie mir oben aU bie SSortäuf er beiber 
beseid^ncten. 



VERLAG VON B.G.TEUBNEB IN LEIPZIG UND BERLIN 

Dr. GERHARD KGWALEWSKI 

ord. Profeiior «n der k. k. dentsohen UnirenltiLt lu Fr»g 

GRUNDZÜGE DER DIFFERENTIAL- UND 
INTEGRALRECHNUNG 

Mit 81 Fignren 
[VI u. 452 S.] gr. 8. 1909. In Leinwand gebunden JCi^,— 

DIE KOMPLEXEN VERÄNDERLICHEN 
UND IHRE FUNKTIONEN 

Fortsetzung der Onindzüge der Differential- und Integral- 
rechnung^ zugl. eine Einführung in die Funktionentheorie 

Mit 124 Figaren 
[IVU.466S.] gr.8. 1911. Geh. «^ 12 .—, in Leinwand geb. c>^ 13 . — 

In einer in die Tiefe gehenden und umfassenden Darstellung 
werden in dem erstgenannten Werke die Gmndzüge der Diffe- 
rential- und Integralrechnung behandelt. Der Kenner wird an 
vielen Stellen des Buches neue Formulierungen und Verein- 
fachungen bemerken, die das Studium der Infinitesimalrechnung 
erleichtem. Das zweite Werk des Verfassers „Die komplexen 
Verilnderlichen und ihre Funktionen" ist in erster Linie als 
eine Fortsetzung der „Grundzüge^S die sich nur auf das reeUe 
Gebiet beschränkten, zu betrachten. In beiden Büchern wird 
eine möglichst große Exaktheit bei den Definitionen und Be- 
weisen angestrebt. Man hat sich längst überzeugt, dafi dabei 
die Einfachheit nicht zu leiden braucht. 

Beide Bücher sind für solche Leser geeignet, die nach einer 
ersten Einfuhrung in die Infinitesimalrechnung tiefer in den 
Gegenstand eindringen wollen, und auch für solche, die sich 
für eine den Anforderungen der mathematischen Strenge voll ge- 
nügende Grundleg^g dieser Disziplin interessieren. 

BXtä^. 197. t 



= Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin = 
Mathematische Unterhaltungen und Spiele. ^°v^^'"^ä 

yerbeaserte Auflage. In 2 Bünden, gr. 8. 1910. In Leinwand geb. I. Band. Mit 
SOOFignien. «^7.60. IL Band. [In Vorbereitung.] Kleine Ausgabe: MathematlSOhe 
Spiele: 170. Bftndohen der Sammlung „Ahs Natur und Qelsteswelt." Mit einem Titel- 
bild und 69 Figuren. 1907. Geb. M 1.—, in Leinwand geb. Ji 1.S5. 

„Das mit grofiem Fleiß« äußerst sorgfältig gearbeitete Werk ist als suverlässiger 
Führer des Beifalls der Mathematiker sioher und wird sich gewiß auoh bei allen 
Niohtmathematikem einbürgern, die einen Einblick in die geistvollen Gedanken nehmen, 
aus denen seit langer Zeit nach Art der Bätselfragen mannigfaltiger Stoff eu fMhlicher 
und befriedigender Unterhaltung entstanden ist. . . .** (Deuteohe LlteraturzeltunoO 

Scherz und Ernst in der Mathematik. 5rtTv«:WÄiS: 

1904. In Leinwand geb. JH %. — 

„Ein fBüohmann* für das Spezialgebiet der mathematischen Literatur. . . . Manch 
ein kurses treffendes Wort rerbreitet Licht über das Streben der in der mathema.- 
tiüBchen Wissenschaft führenden Geister. Hierdurch aber wird das sorgfältig bearbeitete 
Ahrenssohe Werk eine suverlässige Quelle nicht allein der Unterhaltung, sondern auch 
der Belehrung über Wesen, Zweck, Aufgabe und Geschichte der Mathematik.** 

(J. Norranberg In der Honatssohrlft fUr hBhere Schulen.} 

Encyklopädie der Elementar- Mathematik. ^1,^°^ 

Studierende Ton H. Weber und J. Wellsteln, Professoren an der Universität Straßburg. 
In 8 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 

I. Elementare Algebra und Analytlt. Bearbeitet von H. Weber. S. Auflage. Mit 
40 Figuren. 1909. M VSi.— 

II. Elemente der Qeometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und W. Jacobe- 
thal. 9. Auflage. Mit 251 Figuren. 1907. .#19.— 

III. Angewandte Elementar-Mathematik. 2. Auflage. L Teil: MathematischePhysik. 
Mit einem Buch über Maxima und Minima von H. Weber und J. Wellstein. Be> 
arbeitetvon Budolph H. Weber, Professor inBostock. Mit 264 Figuren. 1910. JIX%. — 
n. TeU: Darstellende Geometrie, graphische Statik, Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, politische Arithmetik und Astronomie. Bearbeitet von 
J. Wellstein, H. Weber, H. Bleicher, J. Bauschinger. Mit 271 Figuren. 
1912. M. 14.— 

„Das Buch ist ein mathematisches Handbuch ersten Banges und sowohl sur Neu- 
erwerbung mathematischen Wissens als auch zur Wiederholung vortrefflich geeignet. 
Es kann daher jedem Freunde der Mathematik, Jedem Seminarabiturienten, der auf 
diesem Gebiete weiterarbeiten will, jedem Studierenden der Mathematik — und noch, 
manchem darüber hinaus auf das wärmste empfohlen werden.** 

(Literarische Beilage zur Pädagogischen Zeltung.) 

blSmSntB OBr M&tnBinätiK. Ausgabe von^Dr. P.'stäCkel, Professor 
an der Technisdlien Hochschule in Karlsruhe. In 2 Bänden. In Leinwand geb. 
I. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Figuren und S Tafeln. 1908. Jt 8.60. 

n. Band: Geometrie. Mit 40S Figuren. 1909. M Q.40. 
Ergebnishefte zu den Aufgaben befinden sich in Vorbereitung. 

„. . .Das Erscheinen dieses Buches ist ein Ereignis ftlr den mathematischen Unter- 
richt unserer höheren Schulen. Die Namen des französischen Verfassers und des 
deutschen Bearbeiters sind bereits von programmatischer Bedeutung. Einer der wich- 
tigsten Programmpunkte in der Bewegung für die Umgestaltung und Erweiterung 
des Mathematikunterriohtes der höheren Schulen lautet: Pflege des auf zahlreichen 
Gebieten der Wissenschaft so wichtigen funktionalen Denkens schon auf der Schule. 
Emile Borel ist einer der hervorragendsten Funktionentheoretiker der Gegenwart und 
hat, so hoch die von ihm sonst bearbeiteten Teile der Analysis über den hier in Frage 
kommenden einfachsten Elementen auch stehen, es nicht für zu gering erachtet, Schul- 
bücher zu verfassen und in diese die von der modernen Beformbewegung geforderten 
Elemente (Eoordinatenbegriff und graphische Darstellung, Begriff der veränderlichen 
Größe und der Funktion) aufsunehmen. Seine Bücher sind für den Mathematikunterrloht 
der französischen Schulen von größter Bedeutung geworden*" (Frankfurter Zeltung.) 
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Plomontii Hai* MofhomQ^ilr "^^^ Frofeuor J. Tannery. Mit einem 
tlülllCIILC UCr mctlllC/llICtllK. geiohichtUohen Anhang von P. Tannery. 

Auioriaieite deutsche Ausgabe von Dr. P. KlaeB. Mit einem Einftthrungswort Ton 
Felix Klein. Geh. M 7.—, in Leinwand geb. JC 9.— 

„Das Buch bietet schon stofflich sehr viel, da es neben der Elementarmathematik 
auch die zur Lektüre naturwissensehaftUcher Bücher heute unerlftfilichen Grund- 
begriffe der höheren Mathematik yermlttelt; aber stin Hauptreia liegt in der Dar- 
stellungsform. Selten ist wohl ein mathematisches Lehrbuch geschrieben worden, das 
so frei ist von leerem Formelwesen, das so mutig allen unnötigen Ballast preisgibt, 
wie das yorliegende Werk.** (Naturwissenschaftliche Rundschau.) 

Mathematische Experimentiermappe. 5* ttM!l!rvon'"pr'Ä: 

Dr. Q. Noodt, Oberlehrer an der Hecker-Bealschule su Berlin. 9 Tafeln mit vorge- 
zeichneten Piguren mathematischer Modelle, Werkzeug und Material zur Herstellung 
sowie erlftutemder Leitfaden. Als Muster wird jeder Mappe ein fertiges Modell 
beigelegt. Preis in gesohmaokyollem Karton M A. — 

Das neue TJnterhaltungs- und Bildungsmittel für Knaben im Alter Ton 12-16 Jahren 
bietet eine Anleitung zur selbsttätigen Herstellung ron grofienteilsneu0n mathematischen 
Modellen und das hierzu erforderliche Material und Werkzeug und will sich, gemäB 
den modernen Beformbestrebungen auf dem Gebiete des mathematischen Untexrichts, 
in den Dienst einer intensiven A,usbildung des AnschauungsvermOgens stellen. Denn 
gerade die Selbsti&tigkeit der Schüler ist in hohem Grade geeignet, sie in frühester 
Jugend zum funktionalen Denken allmählich zu erziehen, indem man die Starrheit 
der geometrischen Gebilde aufgibt und die „Stücke'* durch Bewegung Ton Punkten, 
Drehen von Strecken usf. als voneinander abhängig erkennen läßt. 

I ahrhimh Hai* Phuoilf "^^n Direktor E. Qrlmsehl. Zum Gebrauch beim 
kUIII UUUII UCI rilJDIIi. Unterricht, bei akademischen Vorlesungen und zum 
Selbststudium. 2. Auflage. Mit 1296 Figuren, zwei farbigen Tafeln und Tabellen 
physikalischer Konstanten und Zahlentabellen. Geh. J{ 15. — , in Leinwand geb. J( 16. — 

„. . .Das vorliegende Buch will denen, die eine hOhere Schule besucht haben und 
das Bedür&is fühlen, ihre erworbenen Kenntnisse lebendig zu erhalten und sie zu er- 
weitem, ein zuverlässiger Führer und Berater sein. Auch «Ue studierende Jugend wird 
vorteilhaft davon Gebrauch machen können. Beide auch deshalb, weil eine groBe Anzahl 
von Abbildungen den Text begleitet und erläutert. Im übrigen wird Jeder Erwachsene 
dies umfangreiche Werk gern in seiner Bibliothek haben, da es an einem solchen 
Werke bisher fehlte, das ohne allzu groAe Gelehrsamkeit die in Betracht kommenden 
Kenntnisse Übermittelt** (Der Tag.) 

Experimentelle Elektrizitätslehre. ^"Se^&niVÄÄ:^ 

Verbunden mit einer Einführung In die Mazwellsche und die Elektronentheorie der 
Elektrizität und des Lichtes. 2. Auflage. Mit 884 Abbildungen. InLeinw.geb..A12.— 

„Ein Lehrbuch, wie das vorliegende, das von ganz modernem, theoretisch einheit- 
lichem Standpunkte aus unsere Kenntnis auf dem Gebiete der Ätherphyeik zusammen- 
stellt, war längst ein Bedürfnis. Die Beichhaltigkeit des mitgeteilten, bis su den 
neuesten Ergebnissen der Elektronentheorie reichenden Materials ist erstaunlich. Nur 
durch so echt wissenschaftliche Behandlung, also du«di feste theoretische Fundierung, 
konnte auf so kleinem Baum so viel gebracht werden, und zwar so gebracht werden, 
dafl man es bei der Lektüre wirklich ,erlebt*. Auch die prinzipiellen Seiten der tech- 
nischen Anwendung sind sehr ausgiebig eingefügt, so daA das Buch gl^chaeitig eine 
Einführung in die Elektrotechnik ist, wie es zurzeit keine bessere in Deutschland gibt." 

(H. Th. Simon in der PhysIkallsohCn Zeltsohrift.) 

PmillüirD ÄQ+rnnhlfoilr Von Dr. J. Sohelner. 2. Auflage. Mit 20 Tafeln 
r Upuiai C M91I U|lliyaill. „^d 210 Figuren. In Leinwand geb. M. 14.— 

„Soweit es überhaupt möglich ist, dem Laien einen Einblick in diese schwierige 
Materie zu erschliefien, dürfte der Verfasser seine Aufgabe mit groAer Geschicklich- 
keit gelöst haben. Der Vortrag Scheiners ist populärwissenschaftlich im besten Sinne : 
klar, eindringlich, frei von allen Jetzt üblichen Mätzchen der naturwissenschaftlichen 
Popularschriftstellerei. Vortreffliche Abbildungen unterstützen das Verständnis des 
vortrefflichen Textes.** (Propyläen.) 
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In Vorbereitung befinden sich: 
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9Ul0emeiiie9 8i(bttitgStiirfrii. ttrjie^uttg ttttb ttttterri^t. 



3)a9 deutf^r 9i(5nngdioefen in feiner Qt* 
Wditlidben dntmidlunq, ^on toeil. $cof. 
Dr. 9rTebTi(6 ^aulfen. 8 ISuft. ®on 
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tBonDr.«B.)bru4mfllIeT.«it 26 «66.(8^.979.) 
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C6evteaI{(6uIbireltot Dr. ft. ftitabe. (Ob. 85.) 
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fSon Q. Sem 8. 3. 8(uft (Ob. 159.) 

C^robftabtliftbagogif. 8on 3- %tto9. 

06b. 327.) 
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^ie bdbere aRfibdienffDuIe in ^eutfdilanb. 
Son Obcrlebrerin ä». SD^ artin. (8b. 65.) 

S8m ^wi^uimUu. fßon Steftor Dr. 
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^a8 moberne So(fdbi(bungl»efen. SBud^er« 
unb fiefebaUen« SBoIti:^bo(^fcburen unb Der« 
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:^eutfd|e8 ftingen no4 Straft unb ®A9n« 
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5 Xafeln. (9b. 82.) 



ftenginnsmiffenf^aft. 



9eben unb 8ebre bei 9ubb6a. Kon »eil. 

Erof. Dr. {R. $if4e(. 2. ^ujl. bon$rof. 
r. 6. £ über 8. Iftit IXafet OBb. 109.) 



C^etmanifiQe SRiitb^Ugir. Kon Srcf. Dr 
9. b. Siegele in. 8. «[uf[. OBb. 95.] 



SRtiftif im ^eibentum unb QEbriftentum. 
9on Dr. (S. 8 e b m a n n. (9b. 217.) 

galftftino unb feine ®efAi(fite. 9on $rof. 
r. ©. $¥reiberr öoji ©oben. „3. «ufl. 



SRit 2 llarten, 1, $lan u. 6 



Wnficbten. 
ÖÖb. 6.) 



Vlatb. 9febr.l9ll 



au9 ttotur unb Oielftenoett. 
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ßredft 2. Slufl. (©b. 62) 

2)if @Ui(9niffe Sefti. BugleiA Slnleitung 
SU einem aneUenmogigen S^erlt&nbnfd bet 
Cgöongetten. »on Lic. $rof. Dr. Ä. »ei- 
ner. 3. Slufl. (»b. 46.) 

SBnbrbeit nnb S)i4tttnt i« &<beit 9rfii. 

{Bon ^fatret D. $.'92 e ^ 11^ o t n. S. tiufL (Ob. 187.) 

Srfui? «vb feine Seitmoffe«. ^Befdidbt" 
Itd^eS unb (Srbaultd&el. »on $oftor S. 
©on^off. (Ob. 89.) 

^er %trt ht9 fUtutn Xt^tumtnua na^ 

J einet 0e.fi(i4it(ii^en 9ntm\dltin$, Sßon 
Dio.-$farrer ^ $ott SRit 8 Xafeln. 

C8b. 134.) 
^er Vjoftel «aninö nttb fein SSerf. ^on 
»rof . Dr. ©. » i f * e r. («b. 309.) 

e^riftentum unb SeUoef4|iAte. 8?on $rof. 
Dr. ft. Seil. 2 IBbe. (©b. 297. §98.) 



nu9 ber IBerbeseit bei €9rifteittnm$. ©fu« 
bien unb dfiaxaitetiftiUn, fBon SBrof. Dr. 
3. «effden. 8. 8ufL @3b. 54.) 

Stttber im fiid&te ber neueren Sorfdjung. 
(Jin IriHfcfter ©eriÄt. »on ftroC Dr. 

t. Soeintec. 2. ^ufl. 3Rit 2 Silbn. 
utberd. (©b. 113.) 

36baitit 6aliiin. ®on $farcex Dr. (9. So« 
beur. SRit lIBilbnid. (©b. 247.) 

^ie Sefuiten. Cinc biftoriJAc ©üixe. 8oit 
^rof.Dr.d.JBoe^met. ä.ltufl. (93b. 49.) 

2if ftligilfeu C^trimnneeu bev 9t%tnmtrt, 
8on eu^erintenbent D. «u &. S r « a f (^. 8. «nf- 
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Ißl^tlofotil^ie itnb f^ftf^nTogie. 



ginfflbrung in bie $bi(ofo|i|ie« Con «r^f. 
r. JR. K i d& t e r. 2. «ufL (»b. 155.) 

2)ie ^bilof^b^ie. (Sinfüfirnna in bie fEBiffen' 
fc^aft, ibr aSBcfen unb t^re Ssroblentc. SBon 
ateolfc^ulbireftor ^, Stiiibert. (©b. 186.) 

Hcfilftif. Dr. n. Hamann. (©b.S45.) 

^ft^renbe Sntler. (S(efd)i(^t(id^e QinTeitung in 
t)ie $^i{ofoto^te. SSon $rof. Dr. 3. (i:o6n. 
2. aufU SWft 6 »ilbn. (93b. 176.) 

^rirAifdge SBeltanfAaunng. fßon ^ribat' 
boj. Dr. aW. «Bunbt. (Sb. 329.) 

$le ffi^eUtttf^iinnngett ber großen ip^iroftji^en 
ber 9le«jcit. 9on weit $rof. Dr. &. Ouffe. 
6. 9(u19[., herausgegeben bon $tof. Dr. 91. 9 <> I <f e n • 
berg. . (iBb.66) 

Sie fp§i!0f3]i|ie ber ^egrntottrt in ^nt\^Unh. 

eine ©bataTteriftlf iljter ©auptrid^tungen. 8Son 
^of. Dr O. ftfilpe. b. «ufU (»b. 41.) 



Siouffeutt. ©on $rof. Dr. 
mt 1 S3ilbn. 



^. ^enfel. 
(S3b. 180.) 
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^tis tlatat unb Oieiltesioelt. 
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^ie HeutfAen t^erfonettvamm. SBon S)t' 
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fbüS Xhtütex. Sc^auf^ielfiaud ttnb6(öau« 
f^iellunlt oom oriedg. ^teitum btö auf 
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fbaf ptüma. fßon Dr. ». »uffe. SRtt 
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mtmmt Ut bentfAen 8t)til feit Clan- 
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fÄilUr. ©on Vtof. Dr. Xb. Sfeafev 
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3fQbr5ittiibertö. Sfn feiner entmidluna bar- 
öeftcllt bon $rof. Dr. @. ©itfoSdfi 
3. «ufl. mit 1 Äitbn. 6cbbcl3 (§b. 5U 
|;ettMe «omjntir. S^on «rof. Dr. O. 8?. 
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»flebriÄ Hebbel. fSon Dr. Sl. Sdba- 
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(S56. 238!) 

f erbarl tctnptmann. Bon $rof. Dr. @. 
@uracr-@cbinö. SÄit ISilbn. ®cr^ 
bart ©aut^hnawtt«. (©b. 283 ) 

i?*"'^*^?*^ »iarnftlerne ©tartifon unb 
^Sa^ ^Stitiim9ßtn. iBott »eit ^rof. Dr. ». 
ftabic. SKit 7 JBiibn. (©b. 193.) 

f bafefDrare unb feine Seit ©on ^tol 
' "~" u. 3^ertb. 
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Dr. «. bleuet. SWit 3 Xaf. 



eilbenbe ftutt^ ttttb Vlnfit 



IDan ttttb Seben ber biibenben ftnnfl. ©on 
Sir. $rof. Dr. X b- S o l b e b r. äRit 44 Q[bb. 

(ob. 68.) 
Sie tfibetit Kon Dr. SR. 6 a nt a n n. 

Cßb. 845.) 
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XBiener. 2 ©be. SRit sabfr. ^bb. 

(SBb. 317/318.) 

SBanb I: Bora Qdtertum bid sur @otiI. 

SRit 57 «bb. (S8b. 817.) 

VSanb TL: fßon ber IRenaiffance bid ftur 
Q^egentoart. mit 3t mh, . (©b. 318.) 

Sie mütmit ber «riedHiffben ftunft im 

QttieQü ber gielieffarloj^bage. (Sine (Sin* 
fubruna tn bic grictbiftDC $Ioftil. Bon 
Dr. Ö. SB a (b 1 1 e r. mit 8 %al u. 32 mh. 

mb. 272.) 
Sentfifie ©aufnnft im SKittcIaltcr. fiSon 
?Brof. Dr. 81. SKattbaci. 8. Slufl. 2Ktt 
29 ^bb. (iBb. 8.) 

Sentf$e ©anfunft feit bent 9>iftr(nUrr eiiö 
anm iRtt^aano bed 18. 3abtbunbrrtd. ©on 
«ferof. Dr. a. SRattbaei. «Kit 62 tHbb. 
tt. 3 Xaf. Ob. 326.) 

Sie beutfcbe SUnftrotion. Bon $rof. Dr. 
dt. ßoubfeb. mit 35 mh. (ob. 44.) 

SeutfAe Ännft im täglicben Seben bi« »um 
f cbluffe btS 18. äafirbunbcrts. JBon tfrof. 
Dr.ö.öaenbde, 2^it 63 5lbb. (»b.l98.) 

9(brribt Sflrer. Bon Dr. K. ©uftmann. 
S«tt 33 SIbb. (©b. 97.) 

mewbratibt. ©on «rof. Dr. ©. (Scftub- 
ring. SRit 50 m\ (©b. 158.) 



SHfberliitbiilbe »tarerei im 17. 3nftr5mibcrf . Bon 
Dr. $. 3 an b e n. SRit aabir. «bbilb. (©b. 873.) 

OftafitttifÄe ftunft, nnb ibr (Jinfluö auf 
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©raul. SRit 49 mb, (©b. 87.1 

ftnnftjyftege in &and unb teimat. Bon @U' 
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«ufl. SKit 29 mb. (©b. 77.) 
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iBb. 274.) 
Sie «fttnbfaarn ber Xonfunft. ©crfucö 
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^(aoier, IDrgef, Oarmonium. Sa§ SBefen 
ber^3:afteninflrumentc. Bon ^rof. Dr. 
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$aititur6eifp. u. 2 dnßrumententab. (©b. 808.) 



atu nafut nnb ^eiftestoelt. 
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«ultuTWrbcr iittö arlcillfAc» ^tttttn. 

«©nObetIc^tetDr.«,Slebatt^. 2. «uff. Wtt 
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StttHeit eine belleniftifc^e @tobt in ^ta- 
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«ufl. SRit 62 «bb. OBb. 114.) 

eo$ia(c «fimöfe l« olteii «om, Bon ffltl^ 
»atboi. Dr. ß. »lo*. 2. «tufl. (8b. 22.) 
Komi Ihnnlif «m ^ie Oelt^errfilicft. »on $tof. 
Dr. 3. Atomarer. (©b. 888.) 

öotboa. Dr. ft. 2) i e t e t i <1&. SKit 2 Jö Jbn. 

eermonifdie Äurtur in bcr Urscit. SSon 
^rof. Dr. 0. (Steittbaufen. 2 5lujt 
2Rit 13 «bb. (J&h. 76.) 

Snittflaltfrli^e STttlturtbeale. Bon $rof. 
Dr. B. Bebet. 2 ©be. 
»b. I : aclbenlcbcn. (»b. 292.) 

Bb.II: SJittcrromontll. (Bb. 293.) 

^tnt\i^td fSftttueiiiebett im SBonbel bet 

tabrbunbcrte. Bon 3)ir. Dr. ©.Otto 
, äufl. SRit 27. «bb. (»b. 46.) 

3)eutf<fie ©table unb »ümt im SWittcl- 
alter. Bon «arof. Dr. ». 5ci{. »• «uH. 
SÄit sablt. Slbb. u. 1 «oweltafcl. (Bb. 43.) 

OiftorijiHe @tAbtebiIber au8 dotlanb unb 
«Rieberbeutfdblanb. Bon Keö.*BQum. a. J. 
^.Qttht. l^it 69 mh, (Bb. 117.) 

S)ai$ beutf^e 3)orf. Bon ». a»iene.Jgit 
51 9lbb. (Bb. 192.) 

f>ü9 beutjÄe ftoii« unb fein ßiO.ugtot. Bon 
$rof. Dr. ». 2» e r i n ö e t. ^tt 106 «bb. 

ftttltttrge{Al4te befl beutfAen Bttuerü- 
6aufe5. Bon Wcö.'Baum. «16«. JÄand. 
Ißlt 70 «bb. (Bb. 121.) 

O^efAiAte beiS beutfdien Baurrnjtanbed. 
Bon Btof. Dr. ß. ©erbe«. a»U ^Ig«^^^- 

Sbü9 beutfAe Ottnbmerf in feiner fultut" 
oefÄidötlicben Snttoicfluna. Bon ^ir. Dr 
@. Otto. 3. «ufl. mit 27 mh. (Bb. 14.) 

2)eutj4|e Boddfefte nnb Bo(!i$fitten. Bon 
S. ©. K e b m. &it 11 mh, (Bb. 214.) 

2)etttfÄe BoKiStraAtett. Bon $,fotrer 6. 
St>it%. (Bb. 342.) 

QfamUimforf^nni* Bon Dr. «VcS^brient. 

(Bb. 350.) 
Sbit IRünje Ott Jift. ^nfmaljowic ibre 

gebeutuna Im «c(bt8- unb aöirtf&aft«- 
ben. Bon ^rof. Dr. «. ßwf^Jc" J; 
'■lienoretttb. wit 58 «bb. (Bb. M.) 



3>ad Btt^oemerbe nnb bie ftuUur. @e(b9 
Bort " ^ ' . -w .. . . ^ . 

[eben 



Borträge, gebalten im «uftraoe bed 2)eut^ 
Bu(bgetoerbe))ereinS. iD^tt 1 mh. 



(Bb. 182.) 

©Arift- unb Budlmefen in oUer unb neuer 
Seit. Bon <ßrof. Dr. O. SBeife. 3. «uft. 
&it 37 mh, (Bb. 4.) 

9«8 SeitttttBStocf eil. Bon Dr. ^. ^ i e }• (Bb. 828.) 

^09 Seitaiter bet (^ntbeilunten. Bon 
fßrof. I)r. 6. tffintber. 8 nufl 9)}U 
1 ©eltl. (Bb. 26.) 

Bon ßutber an Bi^martf. 12 C^baralter« 
bilber au9 beu^cber (äJcfcbicbte. Bon «Brof. 
Dr. D. ©eber. ööb. 123. 124.) 

rirbrifb ber 9rofte. (Secbd Borträge, 
jon Brof. Dr. Xb- Bitterauf. ST^it 2 
Bilbn. (Bb. 246.) 

®efAi<bte ber Jfranidfifiben «roolution. 
Bon Brof. tk. Xb. Bitterauf. 

(Bb. 346.) 

9^0|iolf on L Bon Brof . Dr. X b- B i 1 1 e r « 
auf. 2. «ttfl. a»it 1 Bilbn. (Bb. 195.) 

^olitifAe Oonbtftrdmungen in Üurona im 
19. äa|rb. Bon BrofT Dr. ft. Zh. ü. 
deigel 8. «ufl. (Bb. 129.) 

«eftauration nnb «eoolution. ©ftsjen sur 
C^nttoicflunfllgefcbtcbte ber beutfct)en Sin^ 
beit. Bon^rof. Dr. fft. Scb^emer. 2. 
«ufl, (Bb. 37.) 

<Die «eaftion nnb bie neue tra. Stimn 
*ur enttt)icftung3gef(bi<bte ber ®ea^iirt»art. 
Bon Brof. Dr. 9i. Bm m e m e r. (Bb. 101.) 

Bom Bunb snm «ei(b. S'^eue @rtisenj[ur 
duttoicflungläefcbicbte ber beutfcben (rm« 
beit Bon Brot. Dr. 9t. ©(bnjemer. 

(Bb. 102.) 

1848. QeM BortrSge. Bon Brof. Dr. 
O. «Beber. 2. «uff (Bb. 63.) 

efterreiAd innere O^efAiAte bou 1848 bid 
1907. Bon 82i(barb (£barma&. 3 
Bbe. a 2. «uft.l Banb I: me Borberr« 
fcbaft ber 2)eutf(ben. (Bb. 242). Banb U: 
Xer ftam)}f ber ^Rationen. (Bb. 243.) 

(Snglanbd SBeltmaAt in ibrer (Sntmicflung 
Dom 17. ^abrbunbert bid auf unfere Zaqt. 
Bon Brof. Dr. SB. Sangenbed. äRit 
19 Bilbn. (Bb. 174.) 

(ftefAiAte ber Bereiniaten etüütt» »ott 
«merifa. Bon Brof. Dr. 0. 2>aene(l. 

ÖBb. 147.) 

a)le «meriraner. Bon S«. JW. Butler. 
a)cutf(bc «tt«a. bef. i9on Brof. Dr. I®. 
Ba9|Iotosa föb. 819.) 




'bdt bti ©Cjifnwnrt. 

■l%a\tim.2-2e,) 

n Srof. Dr. SEK. 

(«B. öü.j 

®!»* »"*."'* 

"" -"""'TtB Srnblim M* ftd« 

Srili.».l!eilttant<l 
*- (»b. 106.) 

B. HÜfl. (»b. 106.) 







S'fr enfttlAuRS nnb BC' 

a3. »tUBB. ISb. 1B5.) 
Uinr Cntviilluna u ' 
M" ~ ■ " 



■M 1*11 HJU, 

1^ 




CBö. 376.) 
^ittn. (Sanb unb&ule.] 

Eibatit. >-Hij^i- anu 

min. (9b. 88.) 

Di nnifi iiten tuirlfcbafl' 

Tu. 3m Sitzte bct Stb' 

Sdr Dr. Sbt. V. 

[Bb. 890.} 

^I««t Ssab, Sculc mdi 

»).64a<bMEi.(«b.M«.) 

iSdnbectunbe. IBon 



Ötl« 



Sllt i 



... 878,) »anb ID: 
-. DHI 84 mn.. S Bai' 
^^iost. (Sb. ST9.) 

laBb^titiitlitt. 

SOS.) IV. S(it: X>t« 
. ntmungS', fioni- u. 
mit 38 Qftb, (Sb. 904.) 

i. ™.^._;. h(j nidlW- 

OBb. aö3.) 



,„ feine uccratiTuna 

inaTiC Bt. nanet. 

08b. 229.) 

-"■'— •'--Dr.SB.ajODib. 

.._- (Bb. 321.) 

.h^-f idf. Di. B. SuTStTetln. 

•-*^ (SB. M.) 

r, (einem Sau unb feiner 

jtB unb Sctk In ailunbFRi 

lanbe. Bon ^inf. Dr. 

ifl. milSlß\a. (Bb.43.} 







na unb (tine 

, _ (Bb. 164.) 

:|«»n Dr. e. e. «II 

' ■=■ öJb. lo; 

iDruBMniKii- Vi»! 
ttnfeU 2. aufl. 
i.ww. nut Srof. Dr. n, 
ll>^. 8 Zufeln. OSb. 19.) 
''£tnb \itt etbeutung 
** Son ^roT Dr. " 
lU 19 Sbb. (Sb. 1 



Ute. mit 40 ebb. 
«b. ISS.) 
airoit. 8on 9ro|. 
litHSflbb. (ab. 173.) 
il|ic Srjiuflung unb 

&. Bit aHit 4a 

(»b. SU.) 

nimr. 9IeunlBpf 

bei: ISipeciintntal' 
fi.8[a4man 



.. 6.) 

Linaäoi. Dr. 0. fln- 

''" CBb. 891.) 

J)flan)(ii> mb 

San in l 9lit 

«Jb. 187.) 

IrttDi. iSan Srof.Iir. 

(Bb. IM.) 

SoT«1n1dmu4.CDn 

HufL anitsv^ia. 

«fe Si.) 

Ir. Son Dr. S. 

Bbc Sanbl: Ib' 

-Jig. (eb. 83S!) 

tn. XlanSlilanlalian 



fto- 
52, 

N fäcUtt unb 
;taf' lib. 7?.) 



[■RB. fein Kcjet 

Vflantra. 

■ mil 

173.) 



■^'-€#itli^Ä. »....=. 




ib. "90^ 
Srof- Dr. B. Sttct. 
(Ob. 940.) 



$iu% Xtatwc unb <5eittestDeft. 

3e6er Banb geheftet nt. 1.— , in £einn>an6 gebunben IK. 1.23. 



IfrUIpmrHf niiB «lortrajum Selbflunter' 
ridbt. 9on $rof. Dr. $. (Sraitt). ^n 
2lBbn. SKit iafilr. Öfiß. (ob. 120. 206.) 

1. Xeil: Sie Scec^nungdarten. @letd)unflen 
erften (Stabes mtt einer unb ntetireren un« 
bcionnten. (Sleic^ungcn fttoeiten (^rnbed. 

2. Q(un. SRit 9^id. (®b. 120.) U.leü: 
®Iei(6unoen. 8(rtt()metif(^e unb oeometri" 
fc^e SRetoen. BtnfeSsin9« unb Stentenrec^' 
nung. ftomptere Ballen. S3inomifc&fT Sebr« 
fa&. 9. «lufL aiit 21 $l^i9. (»b. 9.6.) 

firortifffie SRatdematit. Con Dr. 97. 
9^ e tt e n b r f f . '!• Zeit : <Sra)}fiif(^e8 u. numeri 
{^e9 {Rechnen. SRit 68 ^iguten uttb l Zafel. 

(»b. 341.) 



Vlattimrtrie i«m ^clifttmttrriAt. I^ott 
iBrof. Dr. $. tttanli. fOtit »9 ^ig. 

(»b. 340.) 

Qlnfüfitnna In bie Snftnitffimalrrdltiunfi 

mit einer biftorif(^en flbecficht. ^on ^rof 
Dr. «. ftotoaletoSÜ. «Kit 18 f^tg. 

(©b. 197.) 

aRatl^ematifAe epitU, Sott Dr. fSS. 8(^« 
rend. 2. Sufl. SRit 70 9ri0. (9b. 170.) 

^ad €^4iadifpie( unb feine ftrategifc^en 
^rinsipien. Qon Dr. SR. S a n g e. 9Rit ben 
'^tlbniffen C^. Badferd unb $. SRorp^QS. 1 
@(^adöuretiafel unb 43 S)ar{l. ton ttOung§« 
ftiielen. (»b. 281.) 



%itgctDanbte ftaturtDiffcnfil^aft. Sc^ntt. 



«m faufenbrn SBrift«l)( brr Seit fßon 
ÜSrof. Dr. fö. £aun darbt 3. flnU.) 
mit 16 «bb. (»b. 23.) 

IBilbrr aud ber Snaenieurte^ttit SSou 
SBautat ft. 9)1 erdet änt 43 Sibb. (9b. CO. 

^d^Mumtn ber Snocnicurtedjnif ber 
iRcuAeh. ?ßon Oaurat fi. SRercfel. 2. 
«uff. Wit 65 mh, («b. 28.) 

Sie 0attlifrticrt«a{feii. ^fire Snttot(nimfl unb 
Xecbnil. Son öauDtmaim K. SBeHg. Wir 69 «bb. 

(IQD. SM.) 

Ser Gifenbetottbait. SJon SiDL^fJ^ng. (S. 
a a i m D i c i. SRit 81 Q(bb. CSb. %76.) 

^01$ eifenbflttettttefttt. Oon ®eb. Oergrat 
«Urof, Dr. 6. SBebbing. 3. %uTI. mt 
16 Öfig. (»b. 20.) 

^ie SRetarie. $5on $rof. Dr. ft. Sd^eib. 
2. Qtufl. SRit 16 ^bb. (»b. 29.) 

9le4aiti(. Son Jtoif. ®eb. lReg.«9lat Q[. 
ö. 3 bering. 3 »be. (58b. 303/306.) 
fBanbl: S)ie ^Utbanit ber feffcn ftdrtoer. 
SRit 61 8(bb. (8b. 303.) »anbU: 2)ie fee* 
d)anil ber flfiffigen ftdrper. WU S4 «bb. 
(93b. 304.) SBanbm: i)ie 9Re(fioni! ber 
fiadfdrmigen Itdcper. C3fn SBorb.) (SBb. 306.) 

ÜRafd^inendemente. Son^rof. 87. Soter. 
SRit 184 mh, (»b. 301.) 

^ebeseitge. Sad ^eben fefler, flüffiger unb 
luftfdnniger ßdr)}er. Son $rof. SR: $ßa* 
ter. SRit 67 tatbb. (SBb. 196.) 

^amuf unb S)omtifinaf4iite. ü^on $rof. 
SR. SSatet. 2. «ufl. Wit 4» «bb- (Ob. 6S.) 

Ilinfüliruiio in bie Xlieorie nnb ben Von 
l^er neueren IBAmiefraftmaf4inen (Q^ad- 
mafd^inen). Bon ^rof. K. ®ater. 3. 
9ufl. aRit 33 mh, ifBb. 21.) 

steuere 9ortf4rltte anf bent Sebiete ber 
Sl^firmefroftmafAinen. iBon $rof. K. Oa«* 
ter. 2. «f^uft. mt 48 «bb. OBb. 86.) 

^ie SSoffer!r<ifhn0f4inm unb bie 9u8« 
ntit^nng ber SBoffetfrdfle. 8on ftaif. 0eb. 



Sleg.'SRot O. b. ^bering. SRU 73 f^tg. 

(ob. 228!) 
QanbmirtfA. SRafAinenfunbe. SBon $rof. 
Dr. ®. 8riT(der. äRit 62 ^bh, (Sb. 316.) 

X)le ©jilttnfrei. ®on S)ir. ^rot. SR. Ceb* 
mann. SRit mb. (Sb. 338.) 

^ie tr^niffbe Gntttiidfung ber Gifrnbabnen 

ber (SegeniDact ^on (Sifcnbabnbau« u. 
iBetriebdinfp. Qt, SBiebermann. 9Rit 
50 ^bb. mb. 144.) 

^\t Itlrin- unb Stragenbabnrn. SSon 
Oberingenteur a. 2). 91. Stebmann. 
SRit 85 mb. (18b. 322.) 

!DQd «utotnobil. C^inc ^infübrung inlSau 
unb {Betrieb be^ yiobcciten ^aftivagend. 
^on 3ng. i^. »lau. 2. Slufl. SRit 83 
mb. (»b. 166.) 

®runb(aaen ber C^trftrotfd^nif. SBon Dr. 
97. 18 lo «mann. SRit 128 ^bb. (IBb. 168.) 

X)ie lelegrotiben« nnb 9ernfpre4teil|ni( in 
ilirer Gntmiolnng. 8on Xelegrabbenin^ 
fpeftor 6. $B r i (f. SRit 68 mb. ml. 235.) 

^rftbte nnb StaUU ibre Slnfertigung unb 
^nmenbung in ber (Sleltrotecbnif. Sßon 
XeIegra^beninf))e!tor d. »rief. 9Rit 43 
mb, (»b. 285.) 

^ie ftnnfentelearaiibie. fBon Oberoofl' 
«»ramiant 6. Zburn. SRit 63 ^Uuftr. 

(©b. 167.) 
«antif. $ßon ^ir. Dr. 9. SR 6 Her. 9Rit 
58 8fig. (0b. 255.) 

^U euftfibiffa^rt ibre miffenfcboftlidien 
©runblagen nnb ibte tecbnifcbe (Snttoid* 
lung. fBon Dr. R. 9{imTüir. 2. 8(ufL 
aRit 42 «Ibb. (Ob. 300.) 

^ie ©elfttAtnngdartett ber ®eaemoart. 
©on Dr. fS. 8rü(cd. SRit 155 mb. 

(t8b. 108.) 
(tsnna «nb fiflftnnt. 9on dttgenient 
&. Jkaoec. akit 40 «bb. (»b. 241.) 



B 



aimWSMm.Vr.Wif.tm elebccmann. aHit 

m 



mb. 237.) 



filSlVor. Dr. fl. etnbL 



Ceb. 834.) 

I In QaanalL Vom 

i mt. ätft iab(T. 

(»b. las. 136.) 




Die Kultur der Gegenwart 

J|i „Systematische christliche ReUgion. aiKi'; 

■ "• J. Mausbach, C. Krieg, W. Hemnann, R. Seeberg, W. Paber,rH. J. HolUniann. 

2., verb. Auflage. (VIIIu. 279S.) Lex.-8. 1909. Geh. M. 6.60, in Leinwand geb. M. 8.- 
„ . . . Die Arbeiten des ersten Teiles sind sämtlich, dafQr bürgt schon der Name der 
Verfasser, ersten Ranges. Am meisten Aufsehen za machen verspricht Troeltsch, Aufrifi 
der Geschichte des Protestantismus und seiner Bedeutung fflr die moderne Kultur. . . . 
Alles in allem, der vorliegende Band legt Zeugnis ab dafür, welche bedeutende Rolle für die 
Kultur der Gegenwart Christentum und Religion spielen.'^ (Zsitsohr. f. KlrohengesoMohte.) 

^Allgemeine Geschichte der Philosophie. ^rÄ' 

ilHLii H. Oldenberg, J. Goldziher, W. Grube, T. Jnouye, H. v. Arnim, Gl. Baeumkcr. 
W. Windelband. (Vlli u. 572 S.) Lex.-8. 1909. Geh. iW. 12.-, in Leinw. geb. M. M.— 
„ . . . Man wird nicht leicht ein Buch finden, das, wie die ,Allgemeine Geschichte der 
Philosophie' von einem gleich hohen fiberblickenden und umfassenden Standpunkt aus, 
mit gleicher Klarheit und Tiefe und dabei .in fesselnder Darstellung eine Geschichte der 
Philosophie von ihren Anfängen bei den primitiven Völkern bis in die Gegenwart und damit 
eine Geschichte des geistigen Lebens überhaupt gibt." (Zeltsolirifftf.latelnl.htth.8eb«leii.) 

i^ Systematische Philosophie. ?f^^J«;.Ä..^.oÄS: 

^ '• "• H.Ebbinghaus, R. Bücken. Pr.Paalsen,W.Mflnch,Th.Lipps. 2.Aufl. (Xu.435S.) 
Lex.-8. 1908. Geh. M. 10.-, in Leinwand geb. M. 12.— 

„Hinter dem Rücken jedes der philosophischen Porscher steht Kant, wie er die 
Welt in ihrer Totalität dachte und erlebte; der ,neukantische', rationalisierte Kant 
scheint in den Hintergrund treten zu wollen, und in manchen Köpfen geht bereits das 
Licht des gesamten Weltlebens auf." (Archiv für •yttevatlsob« Ptallotoiihie.) 

„Um es gleich vorweg zu sagen: Von philosophischen Büchern, die sich einem 
auflerhalb der engen Fachkreise stehenden Publikum anbieten, wüßte ich nichts Besseres 
zu nennen als diese Systematische Philosophie." (Pädagooltehe ZoituBg.) 

Jl^: Die orientalischen Literaturen. Ät'.' ^.''SizSdf fi'ISSi.': 

StRhJLi kel, Th. Nöldeke, M. J. de Ooeje, R. Pischel, K. Geldner, P. Hom, F. N. Finck, 
W.Grube, K.Florenz. (IXu.419S.) Lex.-8. 1906. Geh. M. 10.-. in Leinw. geb. M. 12.- 
„ . . . So bildet dieser Band durch die Klarheil und Gbersichttichkeit der Anlage, 
Knappheit der Darstellung. Schönheit der Sprache ein in hohem Grade geeignetes Hilfs- 
mittel znr Einführung in aas Schrifttum der östlichen Völker, die gerade in den letzten 
Jahrzehnten unser Interesse auf sich gelenkt haben." (Lelpzlflor ZettuRQ.) 

5^ Die griechische und lateinische Literatur und 

Qnrsi nfi A Bearbeitet von : U. v. Wilamowitz-Moeltendorff, K. Krumbacher, 
0|JI ctCIlC. j. Wackemagel, Fr. Leo, E. Norden, P. Skulsch. 3. Auflage. 
(VlII u. 582 S.) Lex.-8. 1912. Geh. M. 12.-. in Leinwand geb. M. 14.- 

„Das sei allen sechs Beiträgen nachgerühmt, dafi sie sich dem Zwecke des Oesami- 
werkes in geradezu bewundernswerter Weise angepaßt haben : immer vrieder wird des 
Lesers Blick auf die großen Zusammenhänge hingelenkt, die zwischen der klassischen 
Literatur und Sprache und unserer Kultur bestehen." (ByzantlnltolM ZaHsohrift) 

Ml. Die osteuropaischen Literaturen SM„ÄÄ 

iiiiii^ von : V. V. Jagid, A. Wesselovsky, A. Brückner. J. Mächal, M. Murko, A. Thumb, 
Fr. Riedt, B. Setälä, Q. Suits, A. Bezzenberger, E. Wolter. (VllI u. 396 S.) Lex.-8. 
1906. Geh. M. 10.-, in Leinwand geb. M. 12.- 

„ . . . Eingeleitet wird der Band mit einer ausgezeichneten Arbeit Jagids über 
.Die slawischen Sprachen*. Für den keiner slawischen Sprache kundigen Leser ist 
diese Einführung sehr wichtig. Ihr folgt eine JMonographie der russischen Literatur 
aus der Feder des gesstvollen Wesselovsky. Die südslawischen Literaturen von Murko 
sind hier in deutscher Sprache wohl erstmals zusammenfassend behandelt worden. 
Mit Wolters Abschnitt der lettischen Literatur schließt der verdienstvolle Band, der 
jedem unentbehrlich sein wird, der sich mit dem einschlägigen Schrifihim bekannt 
machen will." (Berlliier Lokal-Anzeloer.) 
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^ Die romanischen Literaturen und Sprachen 

^ii-ü mit Einschlofi des Keltischen. Bearbeitet von : }L Zimmer, K. Meyer, L. Clir. Stern, 
H.Morf,W.Meyer-Lfibke. (Vlllu.499S.) Ux.-8. 1909. Qeh.M.12.-,inLeinw.geb.M.14.- 

„Aach ein kfihler Beorteiler wird diese Arbeit als ein Ereignis bezeichnen. . . . Die 
Darstellung ist derart durchgearbeitet, daß sie in vielen Fallen auch der wissenschaft- 
lichen Forschung als Grundlage dienen kann." (JalirbttOii fOr Zeit- u. KulturgeseliiGlite.) 

j^j . Allgem. Verfassungs-u, Verwaltungsgesdiidite. 

— '—^-^ I. Hälfte. Bearb. v. : A.Vierkandt, L. Wenger, M. Hartmann, 0. Franke, K. Rathgen, 
A. Luschin v. Ebengreuth. (VI! a.373 S.) Lex. -8. 1911. Qeh.M. 10.-, in Leinw. geb. M. 12.— 
Dieser Band behandelt, dem Charakter des Gesamtwerkes entsprechend, in groß- 
zügiger Darstellung aus der Feder der berufensten Fachleute die allgemein historisch 
und kulturgeschichtlich wichtigen Tatsachen derVerfassungs- und Verwaltungsgeschichte 
und führt einerseits von den Anfangen bei den primitiven Völkern und den Völkern des 
orientalischen Altertums über die islamischen Staaten bis zu den modernen Verhältnissen 
in China und Japan, andererseits vom europäischen Altertum und den Germanen bis 
zum Untergang des römischen Reiches deutscher Nation. 

^ Staat und Gesellsdiaft des Orients. ^Äd^aMaS: 

A pero, M. Hartmann, 0. Franke, K. Rathgen. [Unter der Presse.) 

7^, Staat und Gesellschaft der Griechen u. Römer. 

^°'-^>'' Bearbeitet von: U. v. Wilamowitz-Moellendorff, B. Niese. (VI u. 280 S.) Lex.-8. 
1910. Geh. M. 8.— , in Leinwand geb. M. 10.— 

„Ich habe noch keine Schrift von Wilamowitz gelesen, die im prinzipiellen den Leser 
80 selten zum Widerspruch herausforderte wie diese. Dabei eine grandiose Arbeitsleistung 
und des Neuen und Geistreichen sehr vieles. . . . Neben dem glänzenden Stil von Wilamo- 
witz hat die schlichte Darstellung der Römerwelt durch B. Niese einen schweren Stand, 
den sie aber ehrenvoll behauptet. . . ." (Silfiwasttfeutsche Sohylblättar.) 

^ , Staat und Gesellschaft der neueren Zeit Si'„.8\"i: 

^HL^lII sehen Revolution). Bearbeitet von: F. v.Bezold, B. Gothein, R. Koser. 
(VI o. 349 S.) Lez.-8. 1908. Geheftet M. 9.—, in Leinwand geb. M. 11.— 

„Wenn drei Historiker von solchem Range wie Bezold, dothein und Koser sich 
dergestalt, daß jeder sein eigenstes Spezialgebiet bearbeitet, in die Behandlung eines 
Themas teilen, dürfen wir sicher sein, dafl das Ergebnis vortrefflich ist. Dieser Band 
rechtfertigt solche Erwartung." (LItararisofies Zentralblatt.) 

is^ Systematische Rechtswissenschaft. iSt1^'S?g-h;^ 

^h^ K. Gareis. V. Bhrenberg, L. v. Bar, L. Senffert, F. ▼. Uszt, W. Kahl, P. Uband, 
G. Anschfltz, B. Bematzik, P.v. Martitz. (X, LX.u. 526S.) Lex. -8. 1906. Geheftet 
M. 14.—, in Leinwand geb. M. 16.— 

„ ... Es ist jedem Gebildeten, welcher das Bedürfnis empfindet, sich zusammenfassend 
flberdengegenwärtigenStandunsererRechtswissenschaftimVerhältniszurgesamtenKultur 
zu orientieren, dieAnschafhing des Werkes warm zu empfehlen.'*(Blätt.f.6eB0SseM0haftsw.) 

I5«IL Allgemeine Volkswirtschaftslehre, j;?,^^^ 

^^^'"f^- LCX.-8. 19ia Geh. M. 7.—, in Leinwand geb. M. 9.- 

„ . . .Ausgezeichnet durch Klarheit and Kflrze der Definitionen, wird die .Allgemeine 
Volkswirtschaftslehre* von Lexis sicher zu einem der beliebtesten Binffihrungsbflcher 
in die Volkswirtschaftslehre werden. Eine zum selbständigen Shidium der Volkswirt- 
Schaftstheorie völlig ausreichende, den Leser zum starken Nachdenken anregende Schrift. 
...Das Werk können wir allen volkswirtschaftlich-theoretisch interessierten Lesern 
warm empfehlen.'* (Zaitsohrift das VeralM der Deuttobea Zaoker-lBdastrie.) 
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:: Verlag von B. G.Teubner in Leipzig und Berlin :: 

Mafhomaficnho Rihlinfholf GemeinrerBtandlioba Darstellungen »ns der 
maUimilCtlldUie DIUIlUintSK. Blementar-Mathematlk für Schule und Leben. 

Herausgegeben ron Dr. W. Uetzmami und Dr. A. Witting. In Kleinokterbändchen 
Kartoniert je M — .f 0. 

ZnnKchst sind erschienen: 

1. E. Löfller, ZifTern und Zlffernsytteme der Kulturvölker in alter and neuer Zeit. 

8. H. Wieleitner, der BegrilT der Zahl in seiner logischen u. histor. Kntwicklang. Mit tO Figuren 

S. W. Uetzmann, der pythaoorelsohe Lehrsatz mit einem AusbÜok auf das Fermatsehe Problem, 

Mit 44 Figuren. 
4. 0. Helflner, Wahrtoheinliohlieltsreohnung nebst Anwendungen. Mit 6 Figuren. 

Encyklopädle der Elementar-Mathematlk. ^".JÄteJ;: 

Ton N. Weber und J. Wellstetn, Professoren an der Unlrersitftt Straßburg. In S Bänden, 
gr. 8 In Leinwand geb. 
1. Elementare Algebra und Analysls. Bearb.TonH.Weber. 8. Aufl. Mit 40 Fig. 1909. «^ 10.— 
11. Elemente der Geometrie. Bearbeitet ron H. Weber, J. Wellstein und W.Jacob s- 

thal. 8. Auflage. Mit 8S1 Figuren. 1907 .^18.— 
III. Angewandte Elementar-Mathematlk. 8. Auflage. L Teil: Mathematische Physilc. 
Mit einem Buch aber Maxima und Minima ron H. Weber und J. Wellstein. Be- 
arbeitet Ton Budolph H. Weber, Professor in Rostock. Mit 854 Figuren. . 1910. M, 18.— 
IL Teil: Praktische Mathematik und Astronomie. [Unter der Fresse.] 

Grundiehren der «athematik. £Llt«d"'b^'''"''''°~ *" 

X. Teil: Die Grundiehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet ron £. Netto und 
C. Färber. 8 Bände. 

I. Band: Arithmetik. Von Prof. Dr. G.Färber in Berlin. Mit 9 Figuren. 1911. .^T 9.— 
II. Band: Algebra« Von Prof £. Netto in Gießen. [In Vorbereitung.] 
n. Teil : Die Grundlehren der Geometrie. Bearb ron W.Fr s. Meyer n. H.Thieme. 8 Bände. 
L Band: Die Elemente der Geometrie. Bearbeitet von Prof. Dr. H.Thieme, Direktor 
des Bealgymnasiums lu Bromberg. Mit S83 Figuren. 1909. M 9. — 
H. Band. [In Yorbereitong.] 

riamAll'fA Hop Mo'l-hAftia'filr Von Prof. Dr. E. Borel. Deuteche Ausgabe von 
tlCIIIÜIILO UOr maUICIIlaUll. Dr. P. StSokel, Professor an der Techn. Hoch- 
schule in Karlsruhe. In 8 Bänden, gr. 8. In Leinwand geb. 
I. Band: Arithmetik und Algebra. Mit 57 Figuren und 3 Tafeln. 1908. M 8.60. 
n. Band: Geometrie. Mit 403 Figuren. 1909 Ji 6.40. 

riomon4o floi* Maf hom'l4ilr ^^^ ^' Tannery, Professor an der Universitfit 
Clt/Illl/Il LC UCr malllUlllallK« parfg Deutsche Ausgabe TOn Dr. P. KiaeB 

in Eciiternach. Mit einem Einführungswort Ton F. Klein, gr. 8. 1909. Oeh. Jt 7.—, 
in Leinwand geb. Ji 8. — 

Taschenbuch für Mathematiker und Physiker. ^^^*^^. 

gelehrter- herausgegeben ron F. Auerbaoh und R. Rothe. II. Jahrgang 1910/11. Mit einem 
Bildnis H. Minkowskis. 8. 1918. In Leinwand geb. M 7.— 

Die Elemente der analytischen Geometrie. 7°^ ^t^K^": 

schule zu Aarau, und Dr. F. Rudlo, Professor am Polytechnikum au Zarich. Mit sahl- 
rcichen ÜbuDgsbeispielen. gr. 8. In 8 Teilen. In Leinwand geb. je J( 8. — 

1. Die analytisohe Geometrie der Ebene. 7., rerbesserte Auflage. Mit 63 Figuren. 1910. 

II. Die analytieoha Geometrie des Raumes. 4., rerbesserte Auflage Mit 80 Figuren. 1908. 
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und ßerltn 



Zur Biolocfle • Botanik • Zoologie 



Die $un5amente ^er (BnU 

fte^ung 6er Hrten. Scoei in 6en 

3a^r en 1 842 un6 1 844 oerf ag te <Ef f aps. 

Don C1}arU$ Dario in. f^rsg. von 

feinem^ So^n 5tanci$ üarroin. 

Dtf (^. Überf egung o. ITlariaSemon. 

(Be^. WI. 4.~, in Ccinto. ö«^. tTL 5.— 

Man fiitbet inr biefeit Suntementcn 5ic 
Keime 3ur Cntfteltung 6eT Arten, yi faft allen 
fp&teren IVerten Darioint öcntU^ oorgcbilöct 

iECperfmentelle Zoologie. Don 

IC^. QuntnXorgan, Deutf^e autori* 
fierte un5 oerb. ausgäbe oon f). 
H^umbler. IHit ^a^lr. Abb. (be^. 
Hl. 11.— , in Ceinm. geb. lU. 12.— 

Das Der^alten öer itlebeven 
Otganismtn unter notürli^en 
un6 ei^perlmeni. Beendungen. 

Donf7.S.3enning$. Deutfc^oonDr. 
(E. ntangolö. Htit 144 5ig. (be^. 
HI. 9.—, in Ceinmanö geb. ÄL 10.— 



.Der flare tmb ÖUTd^fi^Üae Aufbatt 
tEcnafingeföie forgfflltiacn 3i ' 
fafjungen in oen ein3elncn Rbfqnitten un5 6le 



öer (Seöanfcnafingeföie forgfflltiacn Su^mmen' 



onfprcc^enöe Barftellung find geeignet, 6as 
DerftSnönis ffireineReitje fompInierterSragen 
auA in weitere, noiunoiffenfdiaftHc^ 6en!en6e 
Kretfe ju tragen...." (^oianif^e Reifung.) 

£eben$n>effe unb 0rd<mifas 
ilom Don Prof. Dr.p.Dcegencr, 
priüat6o3. an bcr UntDerfität Berlin, 
^ine (Etnfül)rung in 5te Biologie ber 
toirbellofen (Eiere. UTit 154 Abb. gr.8. 
3n CcintD. geb. ITL 6.— 

Das Dorliegenbe Bud} ift von einem 6e« 

itimmten tI)eoretifd)en Staiiöpunft aus ge« 
d)rieben, ol^ne öod) in einer tCl)eorie 3u gipfeln. 
Cs tDtn 6em felbftoenfenben Cefer lUateriatfen 
an Me Ijanb geben, ein eigenes, begrünbetes 
Urteil 3U gewinnen, unb entt)dlt fi^ baffer 
tunlid)ft breiter t^eoretif^er Darlegungen. 

Blumen unb 3nfeften, i!)re An« 
paffung aneinanöer unb i^re gegen« 
fettige Hbl)angig!eit. Don Prof. Dr. 
O.D.Kirdjner. init2(Eaf.u.l59Sig. 
(bei), m. 6.60, in Ztinw. geb. m. 7.50. 



3nftin(t'un6 <Sen>o^nf)eit. Don 

C.£Ioi)b inorgan,5.H.S. Autorif. 
beutf^e Überfe^ung oon HLSenton. 
®e^. Xtt, 5.—, in Ceinto. geb. tH. 6. — 

»Dicfes fe^r bead^tensverte IPerf ift fo 
flott fiberieljt morben, baft feine Ceftiire ein 
val^rerC^enugift Audi ber naturiDiffenfdKift* 
116 intereffierte taie tnirb unbebingt auf feine 
Xoften tommen." (9lin(9nier9e«(ftefU4rO 

(Einführung in 6ie Biologie. 

Don Dr.K.KraepeIin. 2.aufL Ulit 
303 Abb., 5 farbigen (Eaf . u. 2 Karten. 
2n Ccinm. geb. IR. 4.— 

«. . .2^^$ ^er natunoiffenf^aftli^er Be« 
tra^tungsmelfe nid)t völlig abgeneigt tft unt^ 
ber bie elementaren Dorfenntni^'fe oa3U mit- 
bringt, virb in biefcmBud^e mit bof)cm (Benuft 
nnb Itu|cn lefen.. . .* {Pif^. <^tlfTafiir|tg.) 

Blfitenge^eimniff e. CEtn^ BIflten« 
biologie in iinjclbilbem. üon Prof. 
Dr.<5eorgtDorgi^!t). Hlit 47 Abb., 
u. 1 färb. (Tafel oon p. 5l<tnber!i). 
2., oerm. Aufl. 2n £einn). geb. HI. 3.— 

«Cin oortref fli Aes unb reisenb illuftriertcs 
Heines Bu<l^, bas allen ^teunben ber Pftonsetu 
odt nHUfommen fein mirb.. . .* (^ea.) 

Hoturgefc^i^te für 6le <5ro6« 
ftaöt. Don ID. Pf alj. 2 (Celle in 
Ceintoanb geb. ie lÜ. 3.— 
L (Eeil: (Tiere u. Pflansen berStragen, 
pia^e, Anlagen, (borten unb IDol)* 
nungen. lUit 50 S^^^^^i^nungeu. 
il. (Teil: Aquarium unb (Terrarium, 
Pflanjen ber (bärten, IDo^nungen, 
Anlagen unb bes palmcn^aufes. Htit 
54 5^^^Y3^i<4iittngen. 

Botanif ^«(Seologif d^e Spasier« 
gängei. 6« Umgebung o.Berlin. 

Don Dr. TD. (bot^an. lTtit23 Sigur. 
(beif. TTl. 1.80, in £eincD. geb. 111. 2.40. 

Unfere Pflansen. 3l}re ttamens* 
erllörung unb i^re Stellung in ber 
int)tl}ologie unb imDoIfsaberglauben. 
Don Dr. 5tan3 Sö^ns. 4. Auflage. 
Htit Bu^f(^mu(f oon j. D. (Tiffarj. 5u 
£einu>anb geb. HI. 3.— 
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ntiiteltneerbllber« t)on<5€^.Heg^ 
Rat Prof. Dr. S^eobaU 5U<^«r. 
(Befamtneltc flb^anölungcn jur Kunbe 
ber Ultttclmecrlänber. 6cb. HI. 7.— 

ltcue5oIge. ÜTit 8 Karten. (Deb. 

m. 7.— 

« . . . €{ii nteifter ISn^rfunöIic^cr Darflel* 
XxmQ fpridit ^ier ^ uns, aber in einer Sptad^c^ 
bie fid) bei aUem iDiffeRf<baftnd|en (Emft öod) 
immer in ben <&ten3en aUgemeiner PerftSnb« 
Itd^eit nnö oagemetnen Jntereffes lifilt." 

T>a% ntHtelmeetgebiet. Don Dr. 

H. P^ilippfon. Seine geograp^tfd)e 

unb fuItuteUe €tgenatt. 2.Huf(. llttt 

95lg.lmlEejt, ISflnftdjtenu. lOKartcn 

auf 15 tEofeln. (beb ITt. 7.— 

„Don 6cm ^d^l^ften Stantounfte aus, auf 
ben Me genüge tDiffenf Aaft öen $^x^äitt }u 
ftellen oermag, ISgt 6er Derfaffer feinen Cefer 
6{e unenöUAe, von ni<bt ausjugeniegenöen 
Reihen ocrfl&rtc IHannigfaltiglett 6cr ttatut« 
crfqeinunaen am TRittcimeer überf^auen." 
{^0tV^tntfd^t Mgemiiiie ^eifutig.) 



(Dftaflenfa^tt. TOon profeffor Dr. 
Stanj Dof lein. (Erlebniffe unb Be» 
obadjtungen eines Itatnrforf^ers in 
C^tna, 3ap<tn unb (Eetflon. Illit 3al}Ir. 
flbbilb. unb Karten, (beb. VfL 13.— 

«... Doffeins Oftaftenfof^rt ge^rt 311 6en 
aüererften Reifefd^ilberungen. 6ie Ref. fiber« 
l^mpt rennt. €% liegt eine fol^e $üVLt fetnfter 
Ratnr« unb tnenf^enbeobad}tung in bem IPerf, 
fiber 6as (ban^t ift ein foldier 3auber fünft« 
lerif^er Hnffaffung gegoffen, bag ta* iban^t 
nid)t nie eine Reifebefqreibung toi^rtt, fonbem 
nie ein Kunftmerf.' (Pit ^mfi^ait.) 

1>fe Polonoeli unb if^re tla^« 
borlanber. Don Profeffor Dr. Ot 1 
norbenff Jölb. mit77£lbbilbungen, 
(beb m. 8.— 

IDeltreifeMIber. Don 3utius 
IReurer. Dtit 116 Bbb. fotoie einer 
tDeltfarte. (beb lU. 9.— 

• . . . 3d) mS^te behaupten, ba^ btx ,nTeurer' 
unter Umftflnben befferc Dienfte tun fann oIs 
6er »Baeb^r'.* ($ir ^eit.) 



Ce^rbu^ 6ev PQtiflf. Don (E.6rimfe^L 5ro6e Husgabe. 2. Auflage. 
mit 1 296 5i9-r 2 färb. tCaf ein u. einem Hn^ange, ent^altenb (Cabellen pf}i)fi!altf d^er 
Konftantenunböo^Ientabellen. gr.8. 1912. (^e^.HtlS.— ,inCein^).geb.TII.16.— 
»Att<& 6er gebilbete Caie, ber bas Bebfirfnis bat, auf <5runb einer guten natunoiffenf^aft« 
lidlen Augcmcinottsbilbung feine p^qfifolif^w Kenntniffe su oertiefen, oirb bos Buo mit 
nu|en oenvcnben ifdnnen. .... Rlit einem IDorte, bas Buc^ oerbient in iDiffenfd)aftlid{er, 
mtaipbi\äi€t unb bibaftif^er Qinfidjt doIIc Ancrfennung." (Statttt unb ^rtie^uug.) 

PopuISre Hftrop]^i}fil. Don Dr. 3. Steiner. 2., etgön3te Hnflage. 
mit 30 (Cofeln nnb 210 Siguren. gr. 8. 1912. 3n Xeinm. geb. VfL 14.— 



»...Unb knoeit es fiberl^aupt mSglicb ift, bem Caien einen Cinblid in biefe Jtoierige 
ntateric SU erf4^Ue|en, bfirfte ber Derfaffer feine Aufgabe mit großer C$ef^i(Hid|ttit geloft 
baben. Der Portraa SAeiners ift popul5nDiffenf<^aftU^ im beftcu Sinne: flar, einbrinoli^ 
frei oon aUcn ie^t flbliqen Ulfi^c^en ber naturmiffenf^aftliAen popuIatf^riftfteUerei Z>or» 
tteffti^e fibbilbnngen unterftfi^en bas DerftAnbnis bes oortreffliqen tteites." fSTr^pi^Men.) 

»Das Bud) ift 3ttm minbeften ffir ben Caien 3U einem Kompenbium ber itftropffi}fiI ge« 
iDorben. Sebr untorftfi^t mitb ber (Ce^t 6nr4 ciii paffen6 gema^Ites unb oorsftgiU!^ ausge« 
ffi^rtes TnuftrationsmateriaL" CP^tf(9r «^iteraturteitung.) 

Cttptxlmtniclit iEIeftrisitStsIe^re, vtxhvinbtn mit einer (Einffi^rung 
in bie mapx»e(If(^e unb Me €Ie!tronent^eorie ber €Ie!tri3it&t unb bes Cid^ts. 
2. Auflage, mit 334 abbilbungen. gr. 8. 1910. 3n CeintDanb geb. Vfl, 12.— 

•• • . Hur burdi fo c^t »iffenfAoftn^ Be^bbmg, alfo burA feftc t^coretif^e 5unbierung, 
lomttc auf kl deinem Raum fo oiel gebrad^t »erben, unb sioar fo gebraut werben. M^ man 
CS bei ber Ccfiflxe »irtUA ,etlebf . Au^ bic prin^iöiellen Seiten ber ic^nif^en nniDenbung 
finb [üfl ousoidbig eingefügt, fo bag ba» Bud) gleit^uitig eine Cinfft^ntng in bie Cleftro* 
te^nn ift, «te es surseit fouM ciuc beffere in Deutfd^Ianb gibt. Die Husftattinig ift bem 
•ehalte cntfpre^cnb." {^. ff. ^iwou i» ber y^yflftaCif^MTlHtf^Hfl.) 
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